Tema 3: VARIABLES ALEATORIAS

Introduccién

En el tema anterior hemos modelizado el comportamiento de los experimentos aleatorios. Los resultados de un
experimento aleatorio pueden ser de cualquier naturaleza, tanto cualitativa como cuantitativa. Sin embargo, los
resultados cualitativos de un experimento dificultan su tratamiento mateméatico, por ello, se recurre a asignar un
valor numérico a cada resultado del experimento aleatorio considerado. Para llevar a cabo tal cuantificacién de
los resultados se introduce el concepto de Variable Aleatoria.

Las variables aleatorias permiten estudiar el comportamiento aleatorio de un experimento aleatorio en el marco
de los numeros reales, con todas las ventajas que esto conlleva. En definitiva, trasladamos los problemas rela-
cionados con el espacio muestral a la recta real por lo que esta transformaciéon debe permitir definir una funcién
de probabilidad en R que conserve las probabilidades del espacio inicial.

En el tema 3 vemos la nocién de variable aleatoria y las funciones asociadas a la misma. A continuacion,
intentaremos resumir las caracteristicas mds sobresalientes de la variable aleatoria mediante la especificacién de
unos cuantos valores numéricos en lugar de toda una funcién. Y asi, de la misma forma como se hizo para una
distribucién de frecuencias, podemos construir medidas caracteristicas (tendencia, dispersién, simetria, etc...)
del comportamiento de una variable aleatoria con una interpretacién andloga. Acabaremos el tema, analizamos
los modelos de distribucién de probabilidad que subyacen mds frecuentemente en los fenémenos aleatorios que
podemos tratar, comenzando por aquellos donde la variable aleatoria descrita sea de naturaleza discreta para
pasar a continuacién a las familias més comunes de distribuciones continuas.

1 Concepto de variable aleatoria

Sea 2 el espacio muestral de un experimento aleatorio. Definimos variable aleatoria, v.a., como una aplicacién
X:Q—R

tal que Yw € Q,

Ejemplos:

e Experimento aleatorio: Lanzamos 3 veces una moneda
= Q = {cce, cex, cxe, xee, cxx, xex, xxe, xre}

Definimos la variable aleatoria X;=N¢° caras obtenidas en los tres lanzamientos =

X Q — R
cce — 3
ccr
cxe
(SN 2
Tce
crx
Tex
(SN 1
TxC
TTX — 0
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Podemos definir también la variable aleatoria Y=N° de caras-N° de cruces =

Y: Q — R
cce — 3
ccr
cre

C_) 1
xce
cTrx
TCx

(S _1
TIC
TTT — =3

e Experimento aleatorio: Lanzamos una moneda hasta obtener la primera cara
= O = {c,zc, xxC, TTTC, TTTTC, . .. }
Definimos la variable aleatoria Xo=N° de fracasos(=nimero de cruces) antes de obtener la primera cara =

X : Q — R

c — 0
xc — 1
TxC — 2
rrec — 3
rrrxc — 4

e Experimento aleatorio: Realizamos una medicién de la concentracién de producto en una determinada
solucién = Q = (0, 00)
Definimos la variable aleatoria X3=Valor medido de la concentracién =

X3: Q — R
w — Xz(w)=w

Definicidén: El rango de una variable aleatoria es el conjunto de puntos que toma la variable aleatoria.
Ejemplos:

e Rango de X; ={0,1,2,3}

Rango de Y = {-3,-1,1,3}
e Rango de X5 ={0,1,2,3,4, ...... }
e Rango de X5 = (0, 0)

Atendiendo al conjunto de puntos que hay en el rango de una variable aleatoria, ésta se puede dividir en:

Discreta : El rango es finito o infinito numerable = X3, Y y X5 son v.a. discretas

Continua : FEl rango es infinito no numerable = X3 es una v.a. continua
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2 Distribucién de una variable aleatoria

Queremos describir el comportamiento aleatorio de la v.a., es decir, vamos a ver cémo asignar probabilidades a
los sucesos relacionados con la v.a. X (que son sucesos que se escriben como subconjuntos de R). Una forma de
hacerlo es mediante la funcién de distribucién de la v.a. X.

Definicién: Definimos la funciéon de distribucién de una variable aleatoria X como la funcién
Fx=F:R—1R

dada por

Vo €R, Fx(2) = F(z) = P(X < @) = P(X € (—00,a]) = P{w € Q / X(w) < x})]

Ejemplo: Experimento aleatorio: Lanzamos 3 veces una moneda equilibrada
= Q = {ccc, cex, cae, xee, cxr, rex, xre, T}
Definimos la variable aleatoria X;=N? caras obtenidas en los tres lanzamientos =

X Q — R
cce — 3
ccx
cxc
(_) 2
xce
cTx
Tex
(_} 1
TIC
TTT — 0

Siz<0 = F(z)=0
Sig<az<l = F(:r):P(ng):P({xgm}):é
Sil<z<2 = F(ac):P(Xgaj):P({xmr,arxc,xcx,cxx}):%

Si2<z<3 = F(z)=P(X <z)=P({zzzx, cxz, zcz, xx0, CCT, CTC, TCC}) =

Siz >3 = F(x) = P(X <z)=P{zaz, cxx,xcx,xxc, ccx, cre,xee, cecl) = = =1

ol ool ~1

Entonces
0, sit<0

1/8, si0<t<1
F(z)=< 4/8, sil<t<2

7/8, si2<t<3

1 sit>3
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Propiedades de la funcién de distribucién:

1. F(z) €10,1]
Ademaés:
IEI_POOF(x) =1
lim F(z) = 0

2. F(z) es mondtona creciente, esto es,

six; <o = F(x1) < F(ag)

3. Vo € R, F(x) es continua por la derecha, esto es,

Vzo € R, lim F(x) = F(x)

.T*).Ta—
Las propiedades 1, 2 y 3 caracterizan a toda funcién de distribucién de una v.a.

4. Ya,b € R, con a < b se tiene que
Pla< X <b) = P(X € (a,b]) = F(b) — Fl(a)

9. Ve € R, se tiene que
P(X>c¢c)=1-F(c)

Vamos a ver ahora otra forma de describir el comportamiento aleatorio de una v.a. con una funcién mas operativa
que la funcién de distribucién ya que va a depender de los valores que toma la v.a. y, para ello, vamos hacer la
distincién entre v.a. discreta y v.a. continua.
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3 Variable aleatoria discreta

Si X es una v.a. discreta = X toma un nimero finito o infinito numerable de valores; esto es, Rango de
X ={a1,as,...,a,}, o bien, Rango de X = {a1,a2,...,an,...}.

Definicién: Definimos la funcién puntual de probabilidad (fpp) de una variable aleatoria X como la
funcién
fx=f:R—R

dada por

Vo € R, fx(2)=f(2) = P(X =2) = P{w € Q / X(w) = 2})|

Ejemplo: Experimento aleatorio: Lanzamos 3 veces una moneda equilibrada
= Q = {cce, cex, cae, xee, cxr, wex, xrc, xra}
Definimos la variable aleatoria X;=N¢ caras obtenidas en los tres lanzamientos =

X1 Q 5 R
ccc < 3
ccx
cxe 9
xce
cTx
TCx o1
TTC
TTT < 0
Entonces:
f(0) = P(X=0)=P{zzzx}) = %
f(1) = P(X=1)=P{cxz,zcx,zxc}) = %
f(2) = P(X =2)=P({ccx,cxc,xcc}) = g
f33) = P(X =3)=P({ccc}) = %
f(x) = 0, en otro caso

La funcién puntual de probabilidad de la variable aleatoria X la podemos escribir en forma de tabla como sigue:

¢z Jo 1 2 3

I8

1
8 8
A Distribucién de probabilidad de la v.a. X DISCRETA
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Propiedades de la funcién puntual de probabilidad:

1. Vz eR, f(z)>0

2. Zf(x) =
VY

e Ademads mediante la funcién puntual de probabilidad de X nos permite calcular la funcién de distribucién
de la v.a. X:

Vz €R, Fx(z)=F(z)=P(X <z)= Vt%; I0)

= F'x = F es una funcién escalonada con saltos en los puntos de probabilidad no nula.

e Y nos permite calcular la probabilidad asociada a sucesos de la v.a. X:

VA CR, P(XGA):V /ZAf(x)
xr/Tre

4 Variable aleatoria continua

Si X es una v.a. continua = X toma un nidmero infinito no numerable de valores, esto es, el Rango de X es un
intervalo de R.

Definicién: Definimos la funcién de densidad (fd) de una variable aleatoria X como la funcién
fx=f:R—R
verificando que:

1. Ve €R, f(z)>0

2. /Rf(:):)dx:

En resumen, una funcién de densidad es toda funcién positiva que engendra un area igual a la unidad.

e Ademads mediante la funcién de densidad de X nos permite calcular la funcién de distribucién de la v.a. X:

vz eR, Fx(z)=F(z)=P(X <) /f N

= Vz en los que exista la derivada de F'(x) se tiene que F'(x) = f(z).

e Y nos permite calcular la probabilidad asociada a sucesos de la v.a. X:

VACR, P(X€A)= /A f(x)dz

De donde, Va,b € R, con a < b se tiene que

Pla< X <b) = P(X € [a,b]) = /bf(a:)da:
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Consecuencia:

P(X = a):P(aﬁXﬁa):/ f(x)dz=0=
= Los sucesos puntuales tienen probabilidad cero

= La funcién de distribucién es continua

Entonces:

|Pla< X <b)=Pla<X<b)=Pa<X<b=Pa<X<b=F®-Fla)]

5 Caracteristicas de una variable aleatoria

El objetivo de esta seccién es, dada una v.a. X, estudiar entorno a qué valor esperamos el resultado (medida de
posicién central de la v.a. X) y cémo es la variabilidad de X (medida de dispersién de la v.a. X).

Definicién: Sea X una v.a. con f(x) su distribucién de probabilidad (f(z) es la fpp si X es discreta o es
la fd si X es continua), definimos la media o esperanza de X como

Sx- f(x) st X es discreta
T

E(X)=px =p=
/33 - f(x)dx si X es continua
R

y diremos que existe la F(X) si la suma o la integral que la definen son convergentes.

Notas:
e La F(X) es un promedio no es un posible valor de la v.a. X.

e La E(X) puede no existir.

e La E(X) se introdujo originalmente ligado a los juegos de azar como el beneficio que se espera obtener en
el juego.

Ejemplos:
1. Sea X una v.a. discreta con fpp dada por:

z || o 1 2 3
fx) 013 037 037 0.13

Entonces la esperanza de X seria:

B(X)=) o f(x)=0x013+1x037+2x037+3x0.13 =15
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2. Sea X una v.a. continua con fd dada por:

x, xz € (0,1)
f(.%‘): 2—u, 1‘6(1,2)
0, en otro caso

Entonces la esperanza de X serfa:
1 2
E(X)=/x-f(w)dw=/ :c-a:d:n+/ z-(2—gz)dz=1
R 0 1

Definicién: Sea X una v.a. con f(z) su distribucién de probabilidad, y sea Y = ¢g(X) una funcién de la v.a.
X. Definimos la media o esperanza de Y o g(X) como

Stg(x) - f(x)  si X es discreta

/g(:z:) - f(x)dx si X es continua
R

y diremos que existe la F(Y) si la suma o la integral que la definen son convergentes.

Propiedades de los valores esperados:

Sea X una v.a. tal que existe su E(X), entonces:

1. E(aX)=0aE(X),VaeR
2. E(X+b)=E(X)+bVWeR

3. E(aX +b) =aFE(X)+0b,Va,b € R (= el operador esperanza es lineal)
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Definicién: Sea X una v.a. tal que existe su F(X). Definimos la varianza de X como

Var(X) = 0% = 0® = B{[X - E(X)]"} = B(X?) - (B(X))’

y la desviacién tipica o estandar de X como

ox =0 = /Var(X) = \/ B(X?) — (B(X))?

Ejemplos:
1. Sea X una v.a. discreta con fpp dada por:

z | 0 1 2 3
f(x) 013 037 037 0.13

Hemos visto que la E(X) = 1.5, calculemos la varianza de la v.a. X:

Var(X) = E(X°) - (B(X)® =Y a*- f(2) - (L5)> =

x

= [0 x0.13+12 x 0.37 +22 x 0.37 + 32 x 0.13] — (1.5)* = 3.02 — 2.25 = 0.77

= o0=v0.77 ~0.8775

2. Sea X una v.a. continua con fd dada por:

x, z € (0,1)
fl@)y=< 22—z, z€(1,2)
0, en otro caso

Hemos visto que la E(X) = 1, calculemos la varianza de la v.a. X:

Var(X) = B(X2) - (B(X))? = /RxQ F@)do — 12 =

Propiedades de la varianza:

Sea X una v.a. tal que existe su Var(X), entonces:

1. Var(aX) = a*Var(X),Va e R
2. Var(X +b) =Var(X),VbeR
3. Var(aX +b) = a*Var(X), Va,b € R
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6 Desigualdad de Tchebychev

Si bien, para calcular probabilidades es necesario conocer la distribucién o la funcién puntual de probabilidad
(discretas) o funcién de densidad (continuas), la Desigualdad de Tchebychev nos permite, conociendo la espe-
ranza, E(X), y la varianza, Var(X), de una variable aleatoria, acotar la probabilidad de que dicha variable tome
valores en intervalos simétricos centrados en la media; esto es, intervalos de la forma

(BE(X) — € E(X) +¢)
donde € depende de la Var(X).

La desigualdad de Tchebychev nos da una garantia minima de la probabilidad de que la v.a. X asuma un
valor dentro de k desviaciones tipicas alrededor de la media. Aunque la garantia no es muy precisa, tiene la
ventaja de poder aplicarse a cualquier distribucién de probabilidad (ya sea discreta o continua) que tenga media
y varianza finitas.

6.1 Desigualdad de Tchebychev

Sea X una v.a. tal que existe la F(X)=pylaVar(X) =0
=

2

1
YA >0, P(,uf)\a<X<u+)\cr):P(\Xf,u\</\0217?

siendo A una constante positiva convenientemente seleccionada en funcién del intervalo sobre el que estemos in-
teresados.

Consecuencias:

Sea X una variable cualesquiera con media y varianza conocida. Entonces:

e P(p—20< X <pu+20)>3/4
e Plu—3c <X <pu+30)>8/9
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7 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DISCRETAS

7.1 Distribucién de Bernoulli

Consideremos un experimento aleatorio que s6lo puede tomar dos posibles valores, o bien obtenemos A (= éxito)
con probabilidad p, o bien obtenemos A (= fracaso) con probabilidad 1 — p. Un experimento de este tipo se
denomina experimento dicotémico.

Definimos la variable aleatoria X = Numero de éxitos obtenidos =

0, (si obtenemos Z) con probabilidad 1 — p
X =
1, (si obtenemos A) con probabilidad p

=—La funcién puntual de probabilidad de la v.a. X es:

T || 0 1
f@y1-p p

& | flx)=p*(1—p)'=® con z=0,1

La v.a. X sigue una distribucién de Bernoulli de parametro p,

o bien,

X ~b(p) donde p= P(éxito)

Caracteristicas de la distribucién de Bernoulli:

e E(X)=p

e Var(X)=p(l-p)

Ejemplo:

Numero de caras obtenidas al lanzar una moneda equilibrada ~ b(p = 1/2)
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7.2 Distribucion Binomial

Consideremos el experimento dicotémico anterior que se repite n veces bajo las condiciones siguientes:

1. En cada una de las repeticiones sélo podemos obtener A (= éxito) con probabilidad p, o bien, obtenemos

A (= fracaso) con probabilidad 1 — p.
2. La P(A) = pyla P(A) = 1 — p se mantienen constantes en las n repeticiones del experimento dicotémico.

3. Las realizaciones se llevan a cabo de manera independiente.

Definimos la variable aleatoria

X = Numero de éxitos obtenidos en las n repeticiones del experimento

=

La funcién puntual de probabilidad de la v.a. X es:

f(z) = P(X =z éxitos) = (3)p"(1 —p)"™* con #=0,1,2,---,n

x

La v.a. X sigue una distribucién de Binomial de pardametros n y p,

o bien,

X ~ B(n,p) donde n =ndmero de realizaciones y p = P(éxito)

Caracteristicas de la distribucién Binomial:

e E(X)=mnp

o Var(X)=mnp(l—p)
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Graficas de la funcién puntual de probabilidad de la distribucién Binomial con n =5 y varios va-
lores de p:

Trials = 5. P y of success = 0.3 Trials = 5. P y of success = 0.5

. p=0.5
) p=0.3

4
z z
2 oo 2 8
2 o
L.
s I “
=3 -
o 1 2 3 4 s o 1
Mumier of S
Trials = 5. P of success = 0.8
° Dy Trials = 5, P of success = 0,85
=
p=0.8 \ p=0.85
-
-
H
o + =
= =
g o
g2
+
= .
ol
2 2.
- 2
T

Numiber of Successes
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Ejemplos:

1. Ntmero de caras obtenidas al lanzar 500 veces una moneda equilibrada ~ B(500,p = 1/2).

2. Numero de piezas defectuosas en una muestra de tamano n ~ B(n,p) donde p =probabilidad de obtener
una pieza defectuosa en dicho proceso productivo.

3. La distribucién binomial estd asociada al muestreo aleatorio CON reemplazamiento.

Por ejemplo: Tenemos la siguiente urna

7 bolas ROJAS
3 bolas AZULES
2 bolas NEGRAS

y extraemos tres bolas CON reemplazamiento =

En cada extraccion,

P(EXITO) = P(obtener bola ROJA) = 1—72

P(FRACASO) = P(obtener NO obtener bola ROJA) = %

y estas probabilidades se mantienen constantes ya que las extracciones son con reemplazamiento.

Entonces la v.a. X = Numero de bolas rojas (=éxito) extraidas ~ B(3, p = —).
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7.3 Distribucién de Poisson

Consideremos los siguientes ejemplos de variables aleatorias:

1. Nimero de llamadas que llegan a una centralita en un determinado periodo de tiempo.
2. Nimero de defectos en un determinado trozo de tela.

3. Ntimero de visitas a una pédgina web en un determinado periodo de tiempo.
Todos ellos contabilizan el nimero de acontecimientos de un cierto suceso que ocurren en un determinado periodo
de tiempo o espacio.

Para una amplia gama de problemas de este tipo, la distribucién de Poisson representa de manera adecuada
el comportamiento aleatorio de la variable.

Una variable aleatoria X sigue una distribucién de Poisson de parametro A, o bien, X ~ P,(\), sisu
funcién puntual de probabilidad es:

Graficas de la funcién puntual de probabilidad de la distribucién de Poisson para distintos valores
de A:

Polsson Distribution: Mean = 1 Polsson Distribution: Mean = 3

1=1 f:_ - A=3

Poisson Distribution: Mean = §
Polisson Distribution: Mean = 10

A=5 =10
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Para que una variable de recuento siga una distribucién de Poisson debe verificarse las tres condiciones siguientes:

1. En un intervalo infinitesimal, la probabilidad de que ocurra un evento es proporcional a la longitud del
intervalo.

2. La probabilidad de que ocurran dos o més sucesos en un intervalo infinitesimal es practicamente nula.

3. El nimero de ocurrencias en un intervalo infinitesimal no depende de lo que ocurra en cualquier otro
intervalo infinitesimal que no se solape con aquel.

Caracteristicas de la distribucién de Poisson:

e F(X)= X=X\ es el nimero medio de ocurrencias

e Var(X) =X =ox =V

Una propiedad importante de la distribucién de Poisson es que es reproductiva o aditiva. Es decir, la suma de
dos o més distribuciones de Poisson es una distribucién de Poisson cuyo pardmetro es la suma de los pardmetros
de las distribuciones que sumamos. (Resultado que serd enunciado formalmente después del concepto de inde-
pendencia).

Aproximacién Poisson de la distribucién Binomial

Si X ~ B(n,p), entonces cuando n — ooy p — 0 se puede probar que

P(X =z) = <n>pf”(1 -p)r — Y

siendo A = np.

Es decir,

‘B(n,p) PNVPO(/\ :np)‘

La aproximacién es bastante aceptable en el caso:

n>25 y p<0.1 talque A=np<5
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8 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CONTINUAS

8.1 Distribucién Uniforme Continua

Una variable aleatoria continua X sigue una distribucién Uniforme Continua en el intervalola,b], si su
funcién de densidad es:

1
, z € |a,b]
b—a
fay=4 ¢
0, en otro caso
cuya grafica es:
1
b-a

Se representa por X ~ U(a,b).

Su funcién de distribucién definida por
VeeR, Fx)=PX<z)= / f)dt

viene dada por:

0, r<a
F(z) = Z:a, a<x<b
1, z>b
y su gréfica es:
1
a b
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Caracteristicas de la distribucién Uniforme Continua:

. B(x)= 1 ; o)
—a)?
e Var(X) = b=af B )
Ejemplos:

La distribucién uniforme es til para describir una variable aleatoria con probabilidad constante en el intervalo
[a,b]. Ademds presenta una peculiaridad importante: la probabilidad de un suceso dependerd exclusivamente de
la amplitud del intervalo considerado y no de su posicién en el campo de variacién de la variable aleatoria.

La distribucién uniforme tiene un papel importante en la simulacién por ordenador de los valores de una v.a. con
una determinada distribucién de probabilidad mediante la transformada inversa de probabilidad.
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8.2 Distribucién Exponencial

Una variable aleatoria continua X sigue una distribucién exponencial de pardametro A (con A > 0), si su
funcién de densidad es:

e x>0
flz) =
0, en otro caso
cuya gréfica es:

Se representa por X ~ Exp(A).
Su funcién de distribucién definida por:

VzeR, Flz)=P(X<a)= / F(t)dt

viene dada por:

1—e Ao, z>0

0, en otro caso

y su gréfica es:

Notar que:

P(X > x)=e? V&>0
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Caracteristicas de la distribucién Exponencial:

e E(X)=

>

o Var(X) ==
Ejemplos:

1. La distribucién exponencial se emplea para modelizar tiempos de vida, duraciones de componentes de ciertos
sistemas, etc....

2. Estd relacionada con la distribucién de Poisson, ya que modeliza el tiempo transcurrido entre dos sucesos
sucesivos de una distribucién de Poisson.

Proposicién:

Si la v.a X, definida como el nimero de ocurrencias de un cierto suceso en el tiempo t, sigue una distribucién
de Poisson de pardmetro A, entonces la v.a. Y = el tiempo transcurrido entre dos ocurrencias consecutivas del

A
suceso es una distribucién exponencial de pardmetro 7
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8.3 Distribucion Normal o de Gauss.

Una variable aleatoria X sigue una distribucién Normal de pardametros py o (con p € Ry o > 0) y se
representa por X ~ N(u,0), si su funcién de densidad es:

1/x—p\?
flz) = = e_§< g ) , VzeR
V2mo
Su representacién gréafica viene dada por:
o

Caracteristicas de la distribucién Normal:

e Observando la grafica podemos establecer que es simétrica respecto de p, presenta un maximo en x =y y
dos puntos de inflexién en p — oy p+ o.

e Se puede comprobar que:

E(X)=p

Var(X) =02 = La desviacién tipica o estdndar de X es o

Su funcién de distribucién dada por:

z v 1 1 )2
VereR, F(zx)=P(X<zx)= t)dt = e 2\"o /) dt
@=PxX<o)= [ fou=[ ——=—

no tiene una expresién explicita, por lo que para su cédlculo, se recurre a tablas o a programas de ordenador.

» Cada par de (u, o) proporciona una curva dentro de la misma familia. En particular, cuando p =0y o =1 se
obtiene la distribucién Normal Estandar representada por Z ~ N(0,1) y cuya funcién de densidad es:

2’2

1 L —
e 2, VzeR

21 Escuela Técnica Superior de Ingenieria Agrondmica
Universidad Politécnica de Cartagena



Su representacién gréafica viene dada por:

Su funcién de distribucion
Vz e R,

estd tabulada y su grafica es:

Cumulative Frobability

D(2)

06

o4

1 t2

P(Zgz)_/;f(t)dt_/;m e dt

Mormal Distribution: p=0, o=1

D(2)
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Propiedades de la distribucién Normal:

e Tipificar la distribucién normal general: Si X ~ N(p,0) = Z = —— s N(0,1).

Ademas

Fl@) = P(X<a)=Po_t<®l)_pz<®iy_ gt
Z g ag ag
= F<x)=q>($;“

|

u X
F(x)=P(X <Xx)

P(z<’" )= o(XH 4

S FX)=P(X <x)=0(—# )
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e Simetria: Si Z ~ N(0,1) = Vz < 0, tenemos que ®(z) = 1 — &(—=z) por la simetria de la distribucién
normal.

Z - N(0,D)
D(z2) _ 1-0(-2)
Z 0 —Z
d(-2) T
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e Regla del 68-95-99.7: Si X ~ N(u,0) =

Plu—o < X<pu+o0)=0.68

P(p—20

IN

X <p+20)=0.95

Plpu—30c < X <pu+30)=0.997

X = N(u,0)

H U—o HTOo

0.95 /0.997
U—30

u+30
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Teorema de De Moivre-Laplace: Aproximacién Normal de la distribucién Binomial:

Sea X ~ B(n,p) tal que np > 5y np(1 —p) > 5,

entonces

X ~W,donde W ~ N(u=mnp,0 =+/np(l —p))

Para mejorar esta aproximacion se usa la correccion por continuidad que implica que:

P(X=a)2Pla—1/2<W <a+1/2)

(Nos movemos media unidad a ambos lados del entero a, dependiendo del intervalo de interés).

Entonces:
Pla < X<b)Pla—-1/2<W <b+1/2)
Pla < X<b)=Pla-1/2<W<b-1/2)
Pla < X<b=ZPla+1/2<W<b+1/2)
Pla < X<b2Pla+1/2<W<b-1/2)
Ejemplos:

1. La distribucién normal es una de las més utilizadas, de ahf su nombre, y se emplea para modelizar mediciones
efectuadas en seres vivos (pesos, alturas, longitud de huesos, etc...), temperaturas, o, en general, variables
que pueden considerarse como sumas de pequenos incrementos (resistencias frente a torsiones o elongaciones,
errores en las mediciones cientificas, etc...).

2. Originalmente, Gauss la utilizé para modelizar los errores en las mediciones astronémicas por lo que también
se conoce como distribucién gaussiana o campana de Gauss.
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