Tema 4: VECTORES ALEATORIOS

1 Concepto de variable aleatoria bidimensional

Sea () el espacio muestral de un experimento aleatorio. Definimos variable aleatoria bidimensional,
como una aplicacién
(X,Y): Q — R?
tal que Yw € €2,
(X,)Y): Q@ — R?
w —  (X(w),Y(w)) € R?

Las variables aleatorias bidimensionales se puede dividir en:

e Discretas: Cuando X e Y son v.a. discretas.
e Continuas: Cuando X e Y son v.a. continuas.

e Mixtas: Cuando una de las variables es discreta y la otra continua.

2 Variables aleatorias bidimensionales discretas
Ejemplo: Consideremos el experimento aleatorio de lanzar 3 veces una moneda trucada tal que

P(cara=c)=2/3
y
P(cruz=1z)=1/3

El espacio muestral consta de 8 resultados:

Q = {cec, ccx, cxe, xee, cxr, rex, xxe, rrat
Definimos las variables aleatorias:

X = N de caras obtenidas en el primer lanzamiento — {0, 1}

Y = N total de cara obtenidas en los tres lanzamientos — {0, 1,2, 3}
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Podemos considerar la variable aleatoria bidimensional (X,Y) que toma los valores:

(X,Y): Q — 2

cee — (1,3)

ccx
= (1,2)
cxre

xce — (0,2)

cre — (1,1)
xex
— (0,1
xTce
TxT — (0,0)

con las siguientes probabilidades:
£(0,0) = P(X=0,Y =0) =p({zzz}) = (p(z))’ = 1/27
f(0,1) = P(X=0,Y =1) = p({zcr,zxc}) = 2 (p(x))? p(c) = 4/27
f(L1) = P(X =1Y =1)=p({erz}) = P(c) (p(z))* = 2/27
£(0,2) = P(X=0Y =2)=p({zec}) = p(x) (p(c))* = 4/27
f(1,2) = P(X=1Y =2) = p({ccz, cxc}) = 2 (p(c))* p(z) = 8/27

F1,3) = P(X=1Y =3) = p({cec}) = (p(c))® = 8/27

que las podemos escribir en una tabla de doble entrada como sigue:

Y — 0 1 2 3
X |
1/27 4/27 4/27 0
1 0 2/27 8/27 8/27

A Funcién Puntual de Probabilidad Conjunta de (X,Y)

que es la funcién
fxvry=fR*—R
definida por:

[fay)=PX =2Y =)= P({we 2/ [(Xw),Y()]=(2.9)}), Vayck

y verificando que:
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1. f(z,y) >0, Vz,yeR

Ty y

Ademsds, mediante la f.p.p. conjunta podemos obtener probabilidades asociadas a la v.a. bidimensional
(X,Y):

VACR? P[X,Y)eA =Y flzy)

(z,y) €A

2.1 Distribuciones Marginales de X e Y

e La funcién puntual de probabilidad marginal de X:

fx(z) = P(X =1x) ZZ f(z,y), VzeR

yEeR

(implica sumar por filas)

e La funcién puntual de probabilidad marginal de Y

fry) =P =y)=> flx,y), VyeR

z€eR

(implica sumar por columnas)

Y se pueden presentar en la tabla de doble entrada en la columna de la derecha y la fila inferior,
respectivamente:

Y= || 0 1 2 3

X | x|
0 1/27 4/27 4/21 0 | 9/27
1 0 2/27 8/27 8/27 | 18/27

fr — [ 1/27 6/27 12/27 /27| 1

2.2 Distribuciones Condicionadas de X e Y

e La funcién puntual de probabilidad de X condicionada a que Y = b se define:

VoeR  fupla/t) = PX =afy =b) = Dot L

siempre que fy(b) > 0.

e La funcién puntual de probabilidad de Y condicionada a que X = a se define:

WER,  fraly/a) = P(Y =y/X =a) = P();&a;yaf Y- J;i?{f;

siempre que fx(a) > 0.
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3 Variables aleatorias bidimensionales continuas

Ejemplo: Sea (X,Y) una variable aleatoria continua con Funcién de Densidad Conjunta dada
por:

L0 <2
f@y) =g +y), st 20 )

y cuya grafica es:

Notar que la funcién de densidad conjunta de una variable aleatoria bidimensional continua
(X,Y) la definimos como la funcién

fxyry=fR*—R
verificando que:

1. f(z,y) >0, Vz,yeR

2. //fmydmdy—//fmydydw—l

Ademas, mediante la f.d. conjunta podemos obtener probabilidades asociadas a la v.a. bidimensional
(X,Y):

VACR? P[(X,Y)e A= / /A (e, y)dady
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3.1 Distribuciones Marginales de X e Y

e La funcién de densidad marginal de X:

fX(ﬂi)—/IRf(w,y)-dy, Vz €R

e La funcién de densidad marginal de Y:

fr(y) = /R flz,y)-dz, VyeR

3.2 Distribuciones Condicionadas de X e Y

e Sea b € R tal que fy(b) > 0, entonces se define la funcién de densidad de X condicionada
a un valor concreto b de la v.a. Y como:

f(x,b)
fy(b)

Ve €R,  fxp(w/b) = siempre que fy(b) >0

e Sea a € R tal que fx(a) > 0, entonces se define la funcién de densidad de Y condicionada
a un valor concreto a de la v.a. X como:

fla,y)
fx(a)

Yy eR,  fyjly/a) = siempre que fx(a) > 0

4 Independencia de variables aleatorias

Las variables aleatorias X e Y son independientes si verifican:

o flz,y) = fx(x)- fy(y), Y(z,y) €R?
e fxp(z/b) = fx(z), VzxeR
* fyia(y/a) = fr(y), YyeR

donde:

e f(z,y) esla funcién puntual de probabilidad conjunta si (X,Y") es DISCRETA, o bien, la funcién
de densidad conjunta si (X,Y) es CONTINUA.

e fx(x)y fy(y) son las funciones puntuales de probabilidad marginal de X e Y si X e Y son
DISCRETAS, o bien, las funciones de densidad marginal de X e Y si X e Y son CONTINUAS.

o fxn(/b) ¥y fy/a(y/a) son las distribuciones condicionadas de X e Y, respectivamente.
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5 Propiedades de la esperanza y la varianza
1. Sean X e Y variables aleatorias tal que existen la F(X) y la E(Y) entonces

(a) B(X£Y)=E(X)+E(Y)
(b) E(aX £bY) = aE(X) £ bE(Y), Ya,b € R

2. Sean X e Y variables aleatorias independientes tal que existe la Var(X) y la Var(Y'), entonces
se verifica que:

(a) Var(X £Y) =Var(X)+ Var(Y)
(b) Var(aX £bY) = a?Var(X) + b*Var(Y), Va,b € R

Ambas propiedades se puede generalizar a n de variables aleatorias como sigue:

e Sean X1, X, ..., X,, variables aleatorias tal que existe la F(X;) Vi = 1,2, ...n, entonces se verifica

que:
£(3o0) = e
=1 =1
o bien, Va; € R

E (ZazXz> = ZG,ZE(XZ)
i=1 i=1
e Sean X1, Xo, ..., X,, variables aleatorias independientes tal que existe la Var(X;) Vi = 1,2, ...n,
entonces se verifica que:
Var (ZXJ) = ZVar(Xi)
i=1 i=1

o bien, Va; € R

Var (zn:ai-XZ) = Zn:a%VaT(Xi)
i=1 i=1
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6 La propiedad de Reproductividad/Aditividad para algunos mo-
delos de distribuciones
Nos planteamos el caso de que si conocemos la distribucién de probabilidad de las variables X1, Xo, - , X,
k
podemos conocer la distribucién de probabilidad de la suma, esto es, de Y = > Xj.

=1

Teorema de la Aditividad de la distribucién Binomial
Sean X7, Xo,- -+, X variables aleatorias independientes tales que X; ~ B(n;,p), Vi =1,2,--- , k.

—

k k
Y =5 Xi~B() ni,p)
i=1 =1

(Observar que la probabilidad de éxito debe de ser la misma para todas las variables aleatorias que sumamos)

Teorema de la Aditividad de la distribucién Poisson
Sean X1, X, -+, X variables aleatorias independientes tales que X; ~ P,(\;), Vi =1,2,--- | k.

—

-

Ai)

k
Y=> X;,~ P,
i=1

=1

Teorema de la Aditividad de la distribucién Normal

Sean Xj, Xs,---, X variables aleatorias independientes tales que cada X; ~ N(u;, o0;), Vi =
1,2,--- k.

k
= La v.a. Y = ) X sigue una distribucién normal de media

i=1

k
E(Y)= Zﬂi

y de varianza
k
Var(Y) = ZJ?, de donde, oy =
i=1

k k 3
Y= Xi~N <MY = 2 Hi 0y =] E‘%z)
=1 =1 =1

k
2
Z"z’ )
=1

Esto es,
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EJERCICIO Una determinada empresa dedicada a la fabricacién de abono ha adquirido una méquina
de envasado. Segun los datos que le suministra el fabricante de la envasadora, la cantidad que
proporciona por bolsa es una variable aleatoria normal cuyo promedio es de 2000 grs. y su
desviacién estdandar es de 50 grs.. Por otro lado, el fabricante de las bolsas en las que se empa-
queta el producto le garantiza que el peso de las bolsas se distribuye segiin un modelo normal
de media 50 grs. y de desviacién estdndar 5 grs.. Sabiendo que un saco de abono se considera
defectuoso si su peso final (peso de la bolsa + cantidad de abono depositada en la bolsa) es
inferior a 1950 grs..

1. Si PF denota la variable aleatoria peso final del saco de abono, traducir los datos del
enunciado sobre la distribucién de PF'.

2. Determinar la proporcién de sacos defectuosos que se producen.

3. Silos sacos se almacenan en palés de 500 unidades, jcudl es el nimero de sacos defectuosos
esperado en cada palé?
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7 Distribucién asociada al modelo normal: Distribucién t de Student.

Definicion:

Sean Z y Xi, Xo,....,X,, variables aleatorias independientes con Z ~ N(0,1) y X; ~ N(0,1),
Vi =1,2,....n => La v.a. definida por

sigue una distribucién t de Student con n grados de libertad

Es decir,|T' ~ t,

Propiedades:

e La distribucién t de Student con n grados de libertad es una distribucién continua
con un tunico pardametro poblacional que es n, el nimero de grados de libertad y equivale
al mimero de variables independientes X; que intervine en la suma del denominador.

e (Opcional) Si T' ~ t,,, su funcién de densidad estd dada por la férmula

(1+—)"D20 st >0

0, en otro caso

donde I'(p) es la funcién Gamma dada por

[(p) = / 2~ te "dz cuando p > 0
0

e Su rango es todo R y tiene una forma campaniforme como la distribucién normal, s6lo
que tiene ramas mds “gruesas”’, que significa que hay mas probabilidad en las colas de la
distribucién t de Student que en la cola de la distribucién N (0, 1).

e SiT ~t,, entonces
E(T)=0

Var(T) = LQ para n > 2
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e La distribucién t, estd tabulada y la tabla nos da el punto de abscisa x que en la dis-
tribucion t de Student con n grados de libertad deja un drea acumulada de valor 1 — a.
Este punto de abcisa se suele denotar por:

T = tn; -«

Graficamente seria:

04

03
I

02
1

0.1

0.0
I

e Ademds, para tamanos muestrales grandes tenemos la siguiente aproximacién:

tn o N(0,1)

Vedmoslo grificamente:

N('ﬁfij
Distribucion normal
Distribucién tcon v
Distribucién € con v = 3

]
)
o
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