Tema 4: VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONALES

1 Concepto de variable aleatoria bidimensional

Sea 2 el espacio muestral de un experimento aleatorio. Definimos variable aleatoria bidimensional,

como una aplicacién
(X,Y):Q — R?

tal que Yw € Q,
(X,7): Q@ — R?
w — (X(w),Y(w)) € R?

Las variables aleatorias bidimensionales se puede dividir en:

e Discretas: Cuando X e Y son v.a. discretas.
e Continuas: Cuando X e Y son v.a. continuas.

e Mixtas: Cuando una de las variables es discreta y la otra continua.

2 Variables aleatorias bidimensionales discretas
Ejemplo: Consideremos el experimento aleatorio de lanzar 3 veces una moneda trucada tal que

P(cara=c)=2/3

y
P(cruz =z)=1/3

El espacio muestral consta de 8 resultados:

Q = {cec, ccx, cxe, xee, crx, vex, xre, xrr}
Definimos las variables aleatorias:

X = N de caras obtenidas en el primer lanzamiento — {0, 1}

Y = N total de cara obtenidas en los tres lanzamientos — {0,1,2,3}
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Podemos considerar la variable aleatoria bidimensional (X,Y) que toma los valores:

(X,Y): Q — R?
cce — (1,3)

ccx} C o

cxc

xee — (0,2)

crT — (1,1)
zex
— (0,1)
zTC
TTT —  (0,0)

con las siguientes probabilidades:
£(0,0) = P(X=0,Y =0) =p({zzz}) = (p(x))’ = 1/27
f0,1) = P(X=0,Y =1) = p({wex, zac}) = 2 (p(x))* p(c) = 4/27
fL1) = P(X =1Y =1) =p({caz}) = P(c) (p(x))® = 2/27
£(0,2) = P(X =0,Y =2) =p({zec}) = p(x) (p(c))” = 4/27
f(1,2) = P(X =1Y =2) = p({ecz,cxc}) = 2 (p(c))* p(x) = 8/27

f(1,3) = P(X =1Y =3) =p({ecc}) = (p(c))® = 8/27

que las podemos escribir en una tabla de doble entrada como sigue:

v—| o 1 2 3
X |

0 1/27 4/27 4/27 0
1 0 2/27 8/27T 8/27

A Funcién Puntual de Probabilidad Conjunta de (X,Y)

que es la funcién
fxyy=f:R*—R
definida por:

flay) =PX =2,Y =y) = P{weQ/ [(X(w),Y(w)] = (z,9)}), Vz,ycR

y verificando que:
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1. f(z,y) >0, VYz,yeR

Ademsds, mediante la f.p.p. conjunta podemos obtener probabilidades asociadas a la v.a. bidimensional
(X,Y):

VACR, PIX,Y)eA =YY flz,y)

(zy) €A

2.1 Distribuciones Marginales de X e YV

e La funcién puntual de probabilidad marginal de X:

fx(@)=P(X =2z)= Z f(z,y), VzeR

yeR

(implica sumar por filas)

e La funcién puntual de probabilidad marginal de Y:

ry) =PY =y)=> f(x,y), VyeR

zeR

(implica sumar por columnas)

Y se pueden presentar en la tabla de doble entrada en la columna de la derecha y la fila inferior, res-
pectivamente:

Y — 0 1 2 3
X | fx
1/27 4/27 4/27 0 9/27
1 0 2/27 8/27 8/27 | 18/27

fr—1/27 6/21 12/27 8/27| 1

2.2 Distribuciones Condicionadas de X e Y

e La funcién puntual de probabilidad de X condicionada a que Y = b se define:

Ve eR,  fxp(z/b) =P(X =z/Y =b)= PO;(:Y:B,:Yb): 2 - J;(f(bb;

siempre que fy(b) > 0.

e La funcién puntual de probabilidad de Y condicionada a que X = a se define:

WER, Sty = PO =y x = =PI ¥ —0)_ Sle)

siempre que fx(a) > 0.
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3 Variables aleatorias bidimensionales continuas

Ejemplo: Sea (X,Y) una variable aleatoria continua con Funcién de Densidad Conjunta dada
por:

0<z<
_ 1,2 2 : = >~
f(x?y)_50($ +y)3 S1 1Syf4

y cuya gréafica es:

0.4

0.2

Notar que la funcién de densidad conjunta de una variable aleatoria bidimensional continua (X,Y)
la definimos como la funcién

fxyy=Ff:R*>—R

verificando que:

1. f(z,y) >0, Vz,yeR

2. /R/Rf(m,y)dmdy:/R/Rf(m,y)dydm:1

Ademads, mediante la f.d. conjunta podemos obtener probabilidades asociadas a la v.a. bidimensional
(X,Y):

VACR?, P[(X,Y)e A= / /A (@, y)dady
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3.1 Distribuciones Marginales de X e Y

e La funcién de densidad marginal de X:

ﬁﬂ@=iéf@w%d% Vo e R

e La funcién de densidad marginal de Y:

h@=éﬂmﬁw,w€R

3.2 Distribuciones Condicionadas de X e Y

e Sea b € R tal que fy(b) > 0, entonces se define la funcién de densidad de X condicionada a
un valor concreto b de la v.a. Y como:

f(z,b)
fr(b)

Ve €R,  fxp(w/b) = siempre que fy (b) >0

e Sea a € R tal que fx(a) > 0, entonces se define la funcién de densidad de Y condicionada a
un valor concreto a de la v.a. X como:

fla,y)
fx(a)

VyeR,  fynly/a) = siempre que fx(a) >0
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4 Independencia de variables aleatorias

Las variables aleatorias X e Y son independientes si verifican:
o flz.y) = fx(z) fr(y), Y(z,y) €R?
o fxp(z/b) = fx(x), VzeR
* fyia(y/a) = fr(y), YyeR

donde:

e f(z,y) es la funcién puntual de probabilidad conjunta si (X,Y") es DISCRETA, o bien, la funcién
de densidad conjunta si (X,Y) es CONTINUA.

e fx(x)y fy(y) son las funciones puntuales de probabilidad marginal de X e Y si X e Y son
DISCRETAS, o bien, las funciones de densidad marginal de X e Y si X e Y son CONTINUAS.

e fxm(x/b) ¥ fy/a(y/a) son las distribuciones condicionadas de X e Y, respectivamente.

5 Propiedades de la esperanza y la varianza
1. Sean X e Y variables aleatorias tal que existen la F(X) y la E(Y') entonces

(a) B(X £Y) = E(X) £ E(Y)
(b) E(aX £bY) = aE(X) £ bE(Y), Ya,b € R

2. Sean X e Y variables aleatorias independientes tal que existe la Var(X) y la Var(Y'), entonces
se verifica que:

(a) Var(X £Y)=Var(X)+ Var(Y)
(b) Var(aX £bY) = a?Var(X) + b*Var(Y), Va,b € R

Ambas propiedades se puede generalizar a n de variables aleatorias como sigue:

e Sean X1, Xo, ..., X, variables aleatorias tal que existe la F(X;) Vi = 1,2, ...n, entonces se verifica

que:
n n
E (ZX) => E(X))
=1 =1
o bien, Va; € R

1=1 1=1

e Sean Xj, Xo, ..., X,, variables aleatorias independientes tal que existe la Var(X;) Vi = 1,2,...n,

entonces se verifica que:
n n
Var (ZXZ)) = ZV(L’I“(Xi)
i=1 i=1
o bien, Va; € R

Var (Zn:ai-Xi> = zn:a?-Var(Xi)
i=1 i=1
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6 La propiedad de Reproductividad/Aditividad para algunos mode-
los de distribuciones

Nos planteamos el caso de que si conocemos la distribucién de probabilidad de las variables X1, Xo, -+, X,
k
podemos conocer la distribucién de probabilidad de la suma, esto es, de Y = >~ Xj.
i=1

Teorema de la Aditividad de la distribucién Binomial
Sean Xi, Xa,- -+, X} variables aleatorias independientes tales que X; ~ B(n;,p), Vi =1,2,--- k.

—

k

k

Observar que la probabilidad de éxito debe de ser la misma para todas las variables aleatorias.

Teorema de la Aditividad de la distribucién Poisson
Sean Xi, X2, -+, X} variables aleatorias independientes tales que X; ~ Py(\;), Vi =1,2,--- k.

—

Teorema de la Aditividad de la distribucién Normal
Sean X1, Xo, -+, Xy variables aleatorias independientes tales que cada X; ~ N(u;, 0;), Vi =1,2,--- , k.

k
= Lav.a. Y = ) X sigue una distribucién normal de media
i=1

E(Y) = E#i
i=1

y de varianza

k
Var(Y) = Za%, de donde, oy =
i=1

Esto es,

k k k
Y=>% Xi~N (uy =D WOy = ZU?)

=1 =1 i=1
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