Tema 6: Introduccién a la Teoria de la

Estimacién

Introduccién

Sea X la variable aleatoria poblacional con distribucion
de probabilidad fH(x),

donde & € ® es el parametro poblacional desconocido

U

Objetivo: Obtener valores para @ a partir de una
muestra aleatoria simple seleccionada de lav.a. X

Procedimientos de

Estimacion
Estimacion puntual Estimacion por intervalos
Se obtienen valores numéricos Se construyen intervalos que
para el valor del parametro contengan al parametro con cierta
seguridad
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1 |Estimacién puntual

Sea la v.a. poblacional X con distribucién de probabilidad fy(z), donde 6 es el pardmetro
poblacional desconocido.

Para hacer inferencia sobre el posible valor de 6 =

( Seleccionamos una m.a.s. de X, X, Xs,..., X},
y definimos un estimador para 0, T'(X;, X,, ..., X)), utilizando la informacién muestral.

El valor concreto que toma el estimador para una realizacién muestral concreta,

0= T(xy1, 9, ..., x,), se le llama estimacién puntual de 0 y

[ es una solucién particular a nuestro problema.

Notar que un Estimador Puntual del parametro ¢ es un estadistico que sirva para hacer
inferencia sobre el parametro 6.

Dado que es posible definir muchos estadisticos que sirvan para hacer inferencias sobre el valor
del pardmetro 6, el objetivo es seleccionar aquellas expresiones que proporcionen garantias en
el proceso de estimacién paramétrica. Para ello vamos a formular propiedades deseables para
la determinacién de un buen estiamdor.

1.1 Caracteristicas deseables de los estimadores

Sea T'(X1, Xs, ..., X,,) un estimador del pardametro 6.
e Diremos que el estimador es insesgado si
E (X, Xs,...,X,)] =0 < El estimador es exacto

Mide la exactitud del estimador ya que representa la concentracion de las estimaciones
entorno al verdadero valor del pardmetro.

Cuando FE [T(Xy, Xs, ..., X,,)] # 0, se dice que el estimador es sesgado.

e Diremos que un estimador insesgado es consistente si

Var [T(Xy, Xs, ..., X,,)] — 0 < El estimador es preciso
n—oo
Mide la precicion del estimador ya que representa la concentracion de las estimaciones
entorno al valor medio del estimador.
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NOTA: Veamos si los estadisticos media muestral, varianza muestral y proporcién muestral
verifican las anteriores propiedades deseables:

e Para una variable aleatoria poblacional X con F(X) = uy Var(X) = o2, definimos el
estadistico MEDIA MUESTRAL:

n

> X
7: =1

n

que se emplea para hacer inferencias sobre la media poblacional .

Se tiene que:

EX)=u

Var(X) = -

= X es un estimador insesgado y consistente para j

e Cuando tenemos una realizacién muestral, la varianza muestral es una medida de la va-
riabilidad de los datos entorno a la media muestral.

Para una variable aleatoria poblacional X con E(X) = uy Var(X) = o2, definimos
el estadistico VARIANZA MUESTRAL

(X, - X)?
52 = =L - (x*-X)

n—1 n—1

que se emplea para hacer inferencias sobre la varianza poblacional o2.

Ademds, hemos visto que para obtener el comportamiento aleatorio de X (ya sea apli-

cando la aditividad del modelo normal o via el Teorema Central del Limite) es necesario

que o2 sea conocida. Sin embargo, en la mayorfa de los casos practicos, la varianza o?

es desconocida, por lo que es imprescindible estimarla de los datos incluso si dinicamente
queremos hacer inferencias sobre .

Se puede comprobar que:
E(S?) = o2
20*
Var(S?) =
ar(S#) —

= 5?2 es un estimador insesgado y consistente para o

2
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e Para una variable aleatoria poblacional X dicotémica, X ~ b(p), definimos el estadistico
PROPORCION MUESTRAL:

> X
=1

n

~

que se emplea para hacer inferencias sobre la proporcién de unidades que en la poblacién
verifican la propiedad de interés, p.
Se tiene que:

E@)=p
Var(p) =

= D es un estimador insesgado y consistente para p

2 |Estimacién por intervalos

En la estimacion puntual, calculamos el valor del estimador del pardmetro para una muestra
concreta e inferimos ese valor a la poblacién. El problema fundamental radica en que, aunque
el estimador cumpla las propiedades deseables, no sabemos si la estimaciéon puntual obtenida
con él para una muestra concreta estard o no proxima al valor del pardmetro ya que éste es
desconocido antes y despues del muestreo. Una desventaja de la estimacién puntual es que
no podemos establecer el error cometido al estimar el pardmetro, ni la fiabilidad de nuestra
estimacién. En otras palabras, no queremos limitarnos a dar un valor concreto para aproximar
un parametro sino proponer una medida del error que pensamos cometer. Para ello, vamos a
proporcionar un intervalo que contenga el valor del pardmetro.

p(1 —p)

Objetivo: Basdndose en la informacién contenida en las observaciones muestrales se busca
un intervalo de valores dentro del cual se tiene cierta “seguridad” de que se encuentre el valor
del pardmetro. A este intervalo se le denomina intervalo de confianza para el parametro

6.

Definiciédn:
Un intervalo aleatorio (intervalo en el que sus dos extremos son variables aleatorias)

I(Xy, Xo, .., Xp) = [[1( Xy, Xo, .o, X0), Io(X, X,y o, X))

se dice que es un intervalo de confianza para 6 al nivel de confianza 1 —«, con «a € (0, 1),
si se cumple que

P(e < [Il(Xl,XQ; -.-7Xn)7l2(X17X27 7Xn)]) =l—-a
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2.1 Meétodo para construir intervalos de confianza

1. Encontrar una variable aleatoria U = h(T, §), funcién del pardmetro y del estadistico T,
cuya distribucién de probabilidad sea independiente de € y de cualquier otro pardmetro
desconocido.

2. Seleccionar valores Uy (a) y Us(a) en la distribucién de probabilidad de v.a. U tal que
PUi(a) U <Us(a)=1-«
siendo v un nidmero € (0,1) y 1 — « el nivel de confianza pedido.

3. Despejar adecuadamente el pardmetro 6 en el intervalo anterior de manera que obtenga-
mos:
P(gl(T7 Oé) S 0 S 92(T> OZ)) =1-a

2.1.1 Intervalo de confianza nivel 1 — a para la media 1 de una poblacién normal,

X ~ N(u,0), con g% conocida

Sea (X1, Xs, ..., X,,) una m.a.s. de una v.a. X ~ N(u,o0)

. . . . = o
e Para hacer inferencias sobre p consideramos la media muestral X ~ N(u,—), que al

N

X —
tipificarla tenemos que la variable aleatoriajU = Z = PN (0, 1)‘

a/v/n

e El intervalo serd tal que

g@mﬂ:1—a

e Consideramos los valores U;(a) = —z1-¢ y Us(a) = 212, ya que en la distribucién nor-
mal se verifica que:

0.6

05 N(0,1)

0.4

0.3

0.z

of2
0.1

/

-Z
1-a/2 Zl-(X/Z
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e Entonces,

P(—z-g <

e Operando adecuadamente obtenemos

P(X —za-2)- <p<X+4zi-a—)=1—-a

2)\/ﬁ

e Deducimos que un intervalo de confianza al nivel (1 — a) para la media poblacional u es

————
MARGEN de ERROR

Para cada realizacion muestral (x1, s, ..., z,,) se obtiene un intervalo de confianza distinto para
1 al nivel de confianza 1 — a:

[T_Z(l_ﬂ)'i7 ]
2 \/ﬁ

T+ 2(1-2)-

7

Nota:

Cuando la v.a. poblacional X no sea necesariamente normal con E(X) = py Var(X) = o2,
el intervalo de confianza obtenido sigue siendo védlido para muestras grandes via el Teorema
Central del Limite, ya que de esta manera podemos asegurar que X se distribuye aproximada-

o
mente segtin una N (u, —) cuando n es grande.

n

2.1.2 Determinacién del tamano muestral cuando ¢? es conocida

En algiin momento en el trabajo estadistico tendremos que decidir qué tamano muestral
sera seleccionado de la poblacién. Esto es, para estimar la media poblacional ¢ me planteo el
niimero de observaciones de la muestra son necesarias para garantizar, con una confianza dada
que el margen de error sea menor que una cantidad prefijada.

El problema planteado es:

e Dado el nivel de confianza 100(1 — a)% y fijado el margen de error mdzximo que permito
cometer = err.

e Me planteo el valor de n para que:

IN
D
3
3

Sie

(-5)

e Despejando obtendremos el valor de n.
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2.1.3 Intervalo de confianza nivel 1 — a para la media i de una poblacién normal,
X ~ N(p,0), con g% desconocida

Sea (X1, Xs, ..., X,,) una m.a.s. de una v.a. X ~ N(u,o0)

e Consideremos la variable aleatoria U =T = g( /?/g
e Su distribucién de probailidad es‘U =T = h ~ 1 ‘
S/v/n
e El intervalo sera tal que
P&ﬂ@%gé&%glﬂ@]:l—a
e Consideramos los valores U;(a) = ~tp-11-8 ¥ Us(a) = ta-11-g2, ya que en la dis-
tribucion t de Student se verifica que:
04
035 -
a3f -
0251 q
02 -
15 .
O1F .
nosf 4
O _t 0 t 5
n-Ll-a/2 nLla/2
e Entonces, .
P(—ty 112 < X —p <tppi-2)=1l-a

e Operando adecuadamente obtenemos

PX—thyps ——=<p<X4tpig o —)=1—a

3
S
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e Deducimos que un intervalo de confianza al nivel (1 — «) para la media poblacional y es:

- — — S
[X — tn-11-2 - —=, X +tp-11-2 - —|=X7F th-11-g - —=

NG

| ——
MARGEN de ERRO

Para cada realizacion muestral (x1, s, ..., z,,) se obtiene un intervalo de confianza distinto para
1 al nivel de confianza 1 — a:

S

_ s _
[.1,‘ - tn—l;l—% : ﬁ, T+ tn—l;l—% . ﬁ]

Interpretacién frecuentista de un intervalo de confianza a nivel 1 — a: Cada vez
que tomemos una muestra de tamano n tendremos que la media poblacional i se encontrard
dentro de dicho intervalo con una confianza del 100(1 — )% y s6lo un 100a% de las veces, el
intervalo propuesto por este método no recogerd al verdadero valor de p.

Nota: Factores que influyen en la amplitud de un intervalo de confianza:

e El nivel de confianza 1 — a: A mayor nivel de confianza mayor amplitud del intervalo
e El tamano muestral n: A mayor tamano muestral menor amplitud del intervalo

e Desviacion tipica de la poblacién ¢ o estimacion de la desviacién tipica poblacional, S:
A mayor ¢ o S mayor amplitud del intervalo.
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2.2 Caso de dos poblaciones independientes

Generalicemos lo visto anteiormente al caso de dos poblaciones.

Supongamos que tenemos dos poblaciones independientes

X1~ N(,u’hal)

y
X2 ~ N(:u27 02)

y queremos construir un estadistico para hacer inferencias sobre la diferencia de me-
dias poblacionales, 11, — ji5:

e Sea (X171, Xi2, ..., Xip,) una m.a.s. de tamano n; de la primera poblacién =

)

01
V11

e Sea (Xo1, X2, ..., Xon,) una m.a.s. de tamano n; de la segunda poblacién =

EN N(Hl?

02

EN N(MQ?\/_WZ)

e Definimos el estadistico DIFERENCIA DE MEDIAS MUESTRALES:

XX,

Para conocer la distribucién muestral de este estadistico vamos a distinguir tres casos:

2.2.1 Caso de que las varianzas o2 v 02 sean conocidas
1 2

De manera andloga al caso de una poblacién se tiene que:

Por tanto, un intervalo de confianza al nivel (1 — «) para la diferencia de medias poblacionales
Hy — Ho €8

2 2
— - o 05 — - o o
1 2 1 2
[Xl—Xg—Z(l,%)- —+ = X1 —Xo+2z0-9)- —+ =] =
ny N2 ni N2
2 2
- - g o
1 2
=X1—X2$Z(1f%)' — + —
ni N2
MARGEN de ERROR
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2.2.2 Caso de que las varianzas o0? y 03 sean desconocidas no iguales

Para estimar j; — u, utilizamos el estadistico:

T — (X1 = X5) = (11 — 1)
S, 58
T o

cuya distribucion de probabilidad exacta no es conocida y se utilizan aproximaciones asintéticas.
Nosotros vamos a utilizar una aproximacién sencilla y consevadora dada por

T (E_E)_(Nl_ﬂz)

%tk
5,5

71 %]

donde k = min{n; —1,ny — 1}, aunque la mayoria de los programas de ordenador implementan
una expresion para k mads sofisticada.

Notar que S? es la varianza muestral obtenida de la muestra seleccionada de la primera

poblacién y 52 es la varianza muestral obtenida de la muestra extraida de la segunda poblacién.

Por tanto, un intervalo de confianza al nivel (1 — «) para la diferencia de medias poblacionales
Hy — Mo €8t

2 2 2 2
— — S S5 —  — S S,
1 2 1 2
[X1 - X5 — tk—l;l—% A — + —, X — X9+ tk—l;l—% A — + —] =
ny N2 ny N2
— Sz Sz
1 2
=X1 - Xo Fltp-ri-g [ — +—
n N2
MARGEN de ERROR
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2.2.3 Caso de que las varianzas o7 y 03 sean desconocidas pero iguales, 0? =03 =0

La varianza comin o2 la estimamos mediante
(m — 1)512 + (’I"LQ — 1)522
niy + ng — 2

52 =

El estadistico utilizado para estimar pi; — 5 €s:

2

Por tanto, un intervalo de confianza al nivel (1 — «) para la diferencia de medias poblacionales

Hy — Ho €8
— — S5y — Si o S2
1 2 1 2
(X1 — Xo — trytna—21-9 "/ — + —, X1 = Xo+ lpypny—21-2 -4/ — + —=] =
ny na ni na
— Sz Sz
1 2
= X1 = Xo Filninp-21-2 || — +—
ni na
MARGEN de ERROR
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