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ENUNCIADO Y RESUELTO

1. [2puntos] Discutir y resolver, cuando sea posible, el sistema
X+2y-3z=4
X-y+52=2
Ax+y+(@2-14)z=a+2

en funcion del parametro a€ R.

SOLUCION:
La matriz del sistema tendréa rango 3 cuando su determinaatecnulo. Por ello, y como
1 2 -3
Al=|3 -1 5 0= 112-7a2=0< a=14
4 1 a?-14

tendremos que cuando+ 4, el sistema serd compatible determinado. Veamos queeocurr
cuandoa = 14 :
® Sia=4:Tenemos en este caso

1 2 -3:4 1 2 -3: 4
3-15:2 ~o~ 0 -7 14 : -10
4 1 2 :6 0 0 0: O

(donde hemos aplicado Gauss), por lo gago(A) = rango(AM) = 2, y el sistema sera
compatible indeterminado.
® Sia=-4:Tenemos en este caso

1 2 -3: 4 1 2 -3: 4
3-15: 2 ~oo 0 -7 14 : -10
4 1 2 : 2 0 0 0 : 56

por lo querango(A) = 2 yrango(AM) = 3, y el sistema seré incompatible.

Pasamos ahora a resolver el sistema en los casos en los qrapeible determinado
(a # £4) y compatible indeterminada. & 4):
® Sia + +4: Se obtiene como solucion

_7a-112 ., _ L, _
2= "7a—28 YT X7
® Sia = 4: Se obtiene como soluciéon
y = 142;10’)(:_



2. [2,5puntos] Seaf : R® - R3una aplicacion lineal que verifica:
f(0,0,-1) = (10,-5,-3) y f(¥) = 3%

para todo S deS siendo
S={(xY,2) e R®: x+y+z=0}

Calcular:
2.a Lamatriz def respecto de las bases canonicgsl p. |

2.b Ladimensidny las ecuaciones del nucleo y de la imagen fig estudiar la
inyectividad y suprayectividad de la aplicacic’)n.[o, 5p. ]
2.c Lamatriz def respecto de las bases canénica en el conjunto iniciaBy en el final,

siendo
B' = {(1,-2,1),(0,2,-3),(1,0,2}

[1p.]

Solucion:
(2.a) Representaremos pda la matriz buscada, que inicialmente supondremos que viene

dada por
a; b1 ¢
A=| a; by ¢
as bs cs3

y vamos a calcular todos estos coeficientes usando lasaonds que sabemos que verifica
® Comof(0,0,-1) = (10,-5,-3), esto significa que

ar by cg 0 10
ao bz Co 0 = -5
as b3 C3 -1 -3

de dondec; = -10,¢c2, = 5yc3 = 3.
® Como sabemos como son las imagenes de los vectoi@éds dice el enunciado que

f(3) = 33), y se tiene que
S={xYy,2) e R®: x+y+z=0} = {(x,y,~Xx-Yy)} =< (1,0,-1),(0,1,-1) >
tendremos qu&1,0,-1) = 3(1,0,-1) yf(0,1,-1) = 3(0,1,-1), o lo que es lo mismo

al bl -10 1 1 ai b1 -10 0 0
a bo 5 0 =3 0 ; a; by 5 1 =3 1
as b3 3 -1 -1 as b3 3 -1 -1

de dondeal =-7,a = 5ya3 =0; ybl = -10, bz = 8yb3 =0

Por tanto,
-7 -10 -10
A= 5 8 5
O 0 3



(2.b) Sabemos que
Im(f) =< (-7,5,0,(-10,8,0,(-10,5,3 >

y como estos vectores son linealmente independientestérhtieante de su matriz es
claramente no nulo), sera (fy = R3, por lo quef sera suprayectiva. Ademas se tendra que
verificar entonces que dim k@ = 0, por lo que sin calcularlo sabemos dues inyectiva y que
ker(f) = {(0,0,0}.

(2.c) Aplicamos el esquema tradicional
R3LR3 SR3
C C B
Por tanto se tiene
Mcg (f) = Mcp x Mc(f)

es decir
-1
1 01 -7 -10 -10 -4 g &
Mcg () = -2 2 0 5 8 5 |=.= —% -4 —%
1 -3 2 0 0 3 —% -2 —%

3. [3 puntos] En R3 se consideran los subespacios definidos por
S =<(1,0,1,(0,1,0 >
T =<(0,0,1 >
U=<{(xY,2) e R% x+2y-3z=0}
V=<{(xy,2) e R% x-2y=0,y+3z=0}

Se pide:
3.a Obtener bases para los subespaci@st Ty SN T. ¢ Es directa la suma de&Sy T?
0,5p.
3.b I[-Iallae L}na base ortonormal paraUy para V. [1p. ]

3.c Obtener los subespaciog* y V+. [ 0,5p. ]
3.d Determinar la proyeccion ortogonal del vector(1,-1,1) sobreU y sobreU*. [1 p. ]

SOLUCION:
(3.a)S+ T esta generado por todos los vectore$S$geT, y puesto que

{(1,0,1),(0,1,0,(0,0,1H}

son linealmente independientes, estos 3 vectores formabase d&+ T. Por tanto, tendremos
queS+ T tiene dimension 3, es de@+ T = R3. Al mismo tiempo tambien sabemos que
SNT={(0,0,0}, por lo que la suma sera directa.

(3.b) Tenemos que



U=<{(xY,2) € R% x+2y-3z2=0} = {(-2y+3z2Yy,2)} =< (-2,1,0,(3,0,1 >
V={A_(xVY2) eR%x-2y=0,y+3z2=0} = {(-62-322)} =< (-6,-3,1) >
@® Obtendremos una base ortonormal pdraplicando el método de G-S: Como
U =€ = (—2,1,0)

(-2,1,0-(3,0,1
(-2,1,0 - (-2,1,0

_ 6 _ (3 6
- 3,0,+2(-2,1,0 - (3,3,1)

U = €2 — Hi:Sin_: (3,0,1)—

(-2,1,0 =

Por tanto, la base ortonormal payssera la dada po{ Hﬁiu , Hﬁzu } donde

Jupll = yu=tz = /5
J70
[uz[| = JUz= Uz = 5~

® ParaV, y como esta generado por un solo vector, la base ortonoarakste Gnico vector,
dividido por su médulo, es decir

1
V = < (-6,-3,1) >
Jas = :

(3.c) Al serU un plano, sabemos que
U+t =<(1,2,-3) >
Nota: Este mismo resultado hubiésemos encontrado si aplsa

xXy,2) +(-2,1,00 =0 { -2X+y =0
=

Ut = {(x,2x,-3
xY.2) - (3,0, = 0 rz-0 {(x2x,-3%)}

xX,y,2) € U+t = {

ParaVv* : ComoV es una recta de vector direcie6,-3, 1), sabemos que
Vi = {(xY,2) € R® —6x-3y+z=0}
Nota: Este mismo resultado hubiésemos encontrado si aplEa
xV¥,2) € V* = (X,V,2) + (-6,-3,1) =0 => -6Xx—-3y+z=0

(3.d) Se trata de ponét,—1,1) = U+ V, dondeld € Uy V e U+, siendo el valor del vector
T la proyeccion ortogonal sobtéy V la proyeccion ortogonal sobkg*. Al ser
ue U=<(-210,(3,0,) >yve U =<(1,2-3) >, setiene

1,-1,1) = a(-2,1,0 + p(3,0,1 + y(1,2,-3)

por lo que resolviendo este sistema se llega a

-3 p_1 __2
e==B=%.7v=-7

De esta forma la proyeccién ortogonal sobrsera
U=0(-2,1,0+p(3,0,) = -3(-2,1,0 + +(3,0,) = +(9,-3,1)
mientras que la proyeccion ortogonal sobresera
V= y(1,2,-3) = —%(1,2,—3)



se pide:
4.a Determinar para qué valores del parametro a existe la inersa deA, y obtenerla

cuando sea posible[ 1 p. ]
4.b Paralos valores de a para los que NO existe la inversa, adtar si la matriz Aes
diagonalizable y, en caso de que lo sea, hallar la matriz diagal D y la matriz de

pasoP. [ 1,5p. ]

SOLUCION:
(4.a) La matriz no tendré inversa cuando su determinanteldeaDe
-10 O
Al=1 2 2 0 =0 2@-2)=0=a=2
0 a a-2

Por tanto, sa = 2 la matriz no tendra inversa, yai+ 2, si que tiene inversa. Si la calculamos

en este Ultimo caso, tendremos
-1

10 O -1 0 0
Al=| 2 2 o0 .= 1 1 o0
0 aa-2 %z “ma ale

(4.b) Tenemos que estudiar si la mathies diagonalizable, donde consideraracs 2, es
decir, tendremos la matriz

-1 00
A= 2 20
0 20
® Siobtenemos en primer lugar los valores propiogde
-1-2 O 0
IA—AI| = 2 2-2 0 |=0=(-1-1)2-1)(-1) =0
0 2 -2

cuyas soluciones (valores propios) son
AM=-1,2,=2,43=0
Puesto que la matriz tiene 3 valores propios diferentesalyarsos que es diagonalizable.

Vamos a obtener ahora los vectores propios correspondiente
@® Asociado al; = —1: De resolver



-1 00 X

2 20 y |[=CD] vy
0 20 z z
resulta
-3y 5, _
X=-5Y,2 2y
por lo que

Su = {(-3yy-2)} < 3,274 >
@® Asociado al, = 2: De resolver
A.-X=2-X
resulta
x=0,y=2z
por lo que
S, =40y,y)} =< (0,1,1) >
® Asociado alz = 0: De resolver
A-X=0-X
resulta
x=0,y=0
por lo que
S, = {(0,0,2} =< (0,0,1 >

De esta forma, sabemos que existe una mRtyizina matriz diagondD tal que
P1.A.P =D, siendo

-3 00 -1 00
P= 2 10 y D= 0 20
-4 11 0 00



