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1. Repaso de derivacidon

Reglas basicas de la derivacion

53

S

- (Fg =fFg
- (k-f) =k-f
- (fg)lzf'g_kfg’

f.o—fg
) (é) _ gngg

Tabla de derivadas: funcion simple y compuesta (Regla de la cadena)

7
0‘0

y=k->y =0 5. y=a¥*->y =a¥*-Ina
2. y=x"-y =nx" y=al >y =al-lna-f
y=f>y =n®"f 6. y=Inx-y ==
1 1
=4Vx = n =1 at . F
3.y Vx (X)1 -y /n(X) y=Inf-y =F
y:%:(f)ﬁ—)y,= 7 l ’

1 , - Y= 108Xy ~ XIna
=t -f __f
£Vn > 2 y=logaf>y =53

4, y=eXoy =¢X
y=ef—>y’=ef-f’
e Trigonométricas
8. y=sinx—y = cosx 12.y=arccosx—>y’=%lxz
y=sinf->y = cosf-f _f
9. y=cosx -y = —sinx y=arccosf—>y'=m
y=cosf—>y,=—smf-2f 13. y = arctgx - y' = 12
10. y=tanx >y =1 + tan’x = 1+fX,
2, — r_
sec’x = —— y = arctgf >y =1+ 2

] , 20 g 14. y =secx - y' = secxtanx
y=tanf >y = (1 + tan’f) - y =secf-y =f"-secftanf

5 f /

=secf-f=— 15. y=cscx >y = —cscx-tanx
cos” f / '
y=cscf-y =—f"-cscf-tanf
;1
11. y = arcsenx = y =i
fl
y = arcsenf - y' =
V1 —f?
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1.1. Ejemplos de derivacion con regla de la cadena

2.1. f(x) = (1 + 3x*)°
f'(x) = 5(1 + 3x*)* - (12x3) - 60x3(1 + 3x*)*
22.f(x) = (1 +x+x3)3
f'(x) =31 +x+x2)?-(1+2x)
1 2 3

2.3. f(x) = ;'l‘ 12 —(x—1)3

f'(x) =—1x—1)"2-4(x—-2)2-9(x—-1)*->
3fx) =Vl —-x2 > (1 — X2)1/2

) =1/, -x) "2 2x -

-1 4 9
x-12 (x—-2)°% (x—1*

2x X
_)
2V1—x% V1-—x?

32.f(x) = Y2 + 5x2 - f(x) = (2 + 5x2) /3

10x
£(x) = 1/, (2 + 5x2)"%/3 - (10¥) » ———o
() ="/3( x*) (10x) R AL
33,660 = 5= = 00 = 763 = 1) s
—14x2

0 ="14/563 -5 (3 - () =

(=3 - DYE3 -1)?
4.1.£(x) = (1 + esinx)’

. 2 . . .
f'(x) = 3(1 + esmx) .eSINX . s x = 3cos X (esmx + sin? x)

1
4.2.f(x) = eV¥*+1 5 f(x)e(x*+1) 2
1/2 1 e X2+1X
f(x) = e®*+) .1/ (x2 4 )72 2x >
/2 vVx2 +1

43.f(x) = x% - e'/x
1
£/ (x) = 2xe /x + x%e'/x 57 f'(x) = 2xe /x + e'/x = e/x(2x + 1)

S16(x) = 25+ 3% - f(x) =3 ()72 - 35

3 1
) =5753"+55

-2
3 2 1’ _ 3
= 3 Inf3]- 3 o /(9 = 3 (-5 + nj3])

5.2. f(x) = 408’ x
f'(x) = 4c0s? X . In|4| -2 cosxsinx - f'(x) = 4c0s? X . In|4| - sin 2x
5.3. f(x) = x7Inx

1
f'(x) =1-7"% 4 x.7"%.In|7| 2 f'(x) = 7M*(1 + In|7|)

t
6.1. f(x) = In(Inx) - f(x) = In (ﬁ)

1
t’ X
o0 =2-F (9=

- f'(x) =

Inx xInx

6.2. In(sin x)

t' cosX
f'(x) =— - f'(x) = —— = cotgx
t sinx

Jorge Cerezo Martinez
hellosoyjorge@hotmail.com Pagina 5



Apuntes de Matematicas

6.3. In(cos x)

t' sinx
f'fx)=—>1f'(x) = = tanx
t COS X
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2. Repaso de integracion

e Reglas de la integracion

- Jf®) Fg(x)dx = [fx)dx F [ g(x)dx
- [Jk-f(x)dx = k [ f(x) dx

e Tabla de integracion inmediata

. [kdx=kx+C 10.ftanxdx=—f_czi:xxdx=
n+1
2. fx“dxzij+CVn¢—1 —In|cosx| + C
f+1 Jf'-tanfdx = —In|cosf| + C
f' - fldx = —
f1 x=atC 11. [ coanx dx = In|sinx| + C
3. f;dx=1n|X|+C [ f"-ctanf dx =In]|sin f| + C
1
f%~f’dx:ff—f'dx=ln|f|+C 12,[\/= dx = arcsenx + (
4. [eXdx=eX+C fﬁ dx = arcsenf+ (
Jef-fldx=el + 13,f—mdx=arcosx+c
Xy = 20 . s
. fa dX_lna-l-cv>0'a;&1 f 1ft2dx=arcosf+C
. it
f.fqy = 2
fa-fdx—E+C 14f1+2dx:arcotgx+C
6. fsmxldxz—cosx-I-C [ dx = arcotgf+ C
[f"-sinfdx = —cosf+C 1”2
7. [cosxdx = sinx + C 15. [ 557 dx = arccotgx + C

ff’ cosfdx = sinf+ C
8. [—

=
9. fCOSZXdX—fseczde—

(1 +tanx?)dx = tanx + C

1] r dx = [’ -sec2fdx =

coszf

[f-(1+tan2f)dx = tanf+ C

f1+f2 dx = arccotgf+ C

sz dx = —cotgx

dx = —cotgf+C

sin2 f
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2.1. Ejemplos de derivacion con regla de la cadena

2.1.f3x8dx—>%(9+(:—>§+C
2.2.f(x3—2x2+x)dx—>i—4—£+ﬁ+C

2.3. [(5x2 —2X+1)dX—>5i——+X+C—>T—X +x+C
30 [y =— CZ‘:Xde — —In|cosx| + C

CosSX

3.2.fSii =—] —SIX 4% — —In|cos x + 3| + C

cosx+3 cosX+3

3.3. fzosxdx = In|sinx| + C

1

3.4.f—dx:
xlnx
2x+1 _1 2x+1 l 2
33 f2x2+2x+5 - f2X2+2x+5d X 21H|2X +2x+ 5|+ C
36f3»+4><d_ f34x 4ln|e|+C 4+C

4.1.fe5xdx=gfe5"~5dx—>e5X+C
42. [x2eX’dx = gf 3x%e*’ dx — gexg +C
43. [7x3eX" dx = %f 4x3ex" dx - _T7ex4 +C

Inx
4.4.ferx=fi-elnxdx—>el“x+C=x+C

2. 3 2 _3(3XZ)
5.1.[3x-3% dx——f2x-3X dx = T +C
2

52. [x-a* dx——f2xa dx — +C

21n |a|

2

5X +2x

53. [(5x + 1) (95°*+2X)dx = —f(10x +2)(95°+2X)dx -

21n|9| +C

6.1 [(—x) sin(x? + 3)dx =7f 2xsin(x? + 3)dx — cos(x? +3) + C

62. [sin?(2x)dx = [P dx = [ T+ [T dx o Zx — Isindx +

6.3. [sin®xdx = [sin?xsinxdx = [(1 — cos?x) sinxdx = [ sinxdx — [ cos? xsinxdx —

1
- —cosx+§coszx+C

7.1. [(6x% + 8x) cos(x® + 2x? + 1)dx = 2 [(3x% + 4x) cos(x® + 2x2 + 1)dx =2sin(x3 + 2x2 + 1) + C

7.2. [ 2xe? - cos(eX”)dx — sin(eX’) + C
7.3. f&;nx)dx = ficos(lnx) dx - sin(Inx) + C

7.4.f_71x2 sinx3 dx = —%f 3x? sinx3dx - %cosx3 +C
1 1
L. fsinz(lnx) dx = — | s 4x = cotg(nx) +C
[ 7cosxsinx g _ _f 2 cosx sinx dx = cotg(cos?x) + C

sin2(cos? x) sin2(cos? x)
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3. Recordatorio de Formulas trigonométricas

s Adiccion
sin(a + B) = sinacos  + cos asin
sin(a — B) = sinacos — cosasin B
cos(a + B) = cosacos 3 — sinasin
cos(ax — B) = cosacos 3 + sinasin
tan a + tan f3
1 —tanatanf
tan o — tan f3
1+ tanatan 3

tan(a + B) =
tan(a — B) =
% Angulo mitad

S« 1 —cosx
sin— —_—

1
-+

o + 1+ cosx
cosS— = _—
2 = 2

o 1—cosa 1—cosa
tan— =+ = -
2 1+ cosa sina

< Angulo doble

sin2a = 2sinacosa
cos2a = cos? a —sina=1— 2sin®«a
=2cos’a—1

2tana

tan 200 = ———
1 —tan? a

+ Transformaciones

: : « a—
sina + sin3 = 2sin cos
2 2
: inp = 2 sin > a+p
sina — sinf3 = 2sin cos
2 2
a+f a—f
cosa + cos 3 = 2 cos 5 oS
_a+p . a—P
cosa — cosf3 = —2sin - sin
2 2
sin(a +
tana+tanﬁ=&
cos acos 3
sin(a —
tana—tan8=&
cos acos 3

+« Expresados de otra forma

sinmx - sinnx = %(cos(m —n)x
— cos(m + n)x)

sinmx - cos nx = %(cos(m —n)x
— cos(m + n) x)

sinmx - cosnx = %(sin(m —n)x
+ sin(m + n) x)

COSMX - COSNX = %(cos(m —n)x

+ cos(m + n)x)
% Relaciones

) 1 + cos 2x -
cos X=T=1—Sll’l X
3 3 cosx + cos 3x
Ccos°> X =
4

. 5 1 — cos 2x 2
sin X=T=1—cos X

. 3 3sinx — sin 3x
sinx=——
4
1 — cos 4x
8
sin3 2x
8

sin® x cos? x =

sin® xcos3 x =

tan’x = —1+

cos?x

«+» Relaciones entre funciones
trigonométricas

1 cos o
cota = = —
tana sina

1

cos o
1

sina
sin?x + cos?x =1
sec’a—tan’a =1
csc?a—cot?a=1

seca =

csca =
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g
h)

i)
)
k)

)

4. Limites

Calcular los siguientes limites:

lim x3-3x+2
X1 5%342x2-10x+6

lim ! ( > 2)
X233y 9\ax—2 x+1

COS X—VC0S 2X

lim
x-0 sin? x

In(1+x)

limy_,q

li eX-1
1My —0 Tx

li tan x
1My _0 %

cosx—1

lim
x—0 X

1. cosx—1
imy o ——3—

Vitx-1

limy_,q conn € N No se verd

(1+x)(1+2x)(1+3x)—1
X
li x34+x%-7x+2
My2 2x3-5x2+6x—8
«3
4x%2—-1\x-1
4x2 )

limy_,q

limy_, o (

1
limy (1 — x)**
x2+1

5x3+4x)

5x3-2

. 3-1\*

limyo (3555)

limy o (VX2 + 3x — V2x2 + 3)
3

3x+2)§

X242

X2 42X+5

lim (—3 )XZ_X'Z
22 \x41

limy_, (

2-1

limy_,q (

limy o (1 + 7%)%

limy o (VX2 + 7x — Vx + 4)
limy o (VX2 + 2x — VxZ + 1)
limy 0 (V3x—2 —Vx + 4)

lim,_,, =%
x-0 2-x

x%—3x+42

X—2
lim X229
X>=3 y43

limy_,,

lim L
X% y243%-2

3.

2

Calcula los siguientes limites:

lim 3x2-2x
X0 6x243

2x%-6
arctgx

lim
X-0 x

lim cos x(x—3sinx)
x-0 x+sinx

Calcula los siguientes limites:

In(x-1)
e*¥2-1

I xarctg(g)
m —_—
x=0 (sin 2x)2

lim,_,,

Cosx

lim,_,q+/1 — cos xcotgx
(32 x*)(VTF5-1)
n(1+4x)(1—cos 2x))
lim (e?*-1) sin4x

x=0 (m—l) sin 2x

lim,_, a

sinx
lim,_,¢ x In(sin x)
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Ejercicios de limites

1 lim x3-3x+2
X1 5%342x2-10x+6

1-3+2 o

Factorizand x—-1D%*x+2) x+2 3
2+2-10+6 0 oconando

(x—1D2(x+3)(2) 2x+6 8

2. lim L( > —i)
: X23 359 \4x-2  x+1

1 ( 5 2) 1(0)193- 5 land 1 [5(x+1)—2(4x—2)
—_ = — = - -
9-9\12-2 3+1/ 0 esarrotiando

3x—9 (4x—2)x+1)
1 —-3x+9 -1 -1

T3%—9 x—-2)x+1D) (Gx—-2)x+1) 40

COS X—V€os 2X

sin? x
1-1 “}_f- (cos x —+/cos ZX) (cos x + +Vcos ZX) 3 cos? x — cos 2x Rel.1

&
0 (sin? x)(cos x + Vcos 2x) cosxsin? x + sin? x v/ cos 2x
cos? x — cos? X + sin? x sin® x 1
sin? x (cos2 X ++Vcos ZX) sin? x (cos2 X + +v/cos ZX) 2
. In(1+
4. 1i n{1+x)

x-0

3. limy,,

Demostracion

1 1
- (In(1 +x)) = In(1 + x)x —» Usamos la funcién del limite vinculante
sea(ay)p-; talque lima, =0
n—-oo

In(1+a 1 In(1+ x
lim u = lim In(1 + a,)% =lne=1 ﬁlimg =1
n—oo an n—oo x-0 X

*Lo importante de este ejercicio es el resultado pues el razonamiento no se pedira

. e*-1
5. lim,_, —

1—1indg

0 0 — Procedemos al cambio de variable x = 0 & y — 0 entonces

x_q 1 x aplicamos ln1 ( n 1) li 1 li 1
= —_ U d = _— = g —_— D ——
y=e yrose Y TR IMG+ Dy Inl + 1)

y
Demostracion

lim

T — usamos la funcion del limite vinculante
y

e In(y + 1)

sea(ay)p=; talque lima, =0
n—oo

In(1+a S
lim u = limIn(1+a,)%* =lne=1
n—-oo an n—-oo
Luego
In(y +1
lim£= 1-lim———==1
y=0 y y=0

1
In(y + 1)¥
~——————

1

Jorge Cerezo Martinez
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. tan x
6. lim,_, —
0ndo ., sinx 1 . P
— = — — separamos la funcién - —— - —— — aplicamos el infinitésimo
10 X  COSX
0
. 1
lim =
x—0 COS X
. cosx—1
7. lim,_,
—sin? x
1—1m40  (cosx —1)(cosx + 1) ~ cos?x—1 _ sinx —sinx
—— = —>lim - lim - lim . =
0 0 =x-0 x(cosx + 1) x»0x(cosx+1) =x-0 x cosx+1

1
Relaciones inmediatas utilizadas

sin®xcos?x =1
(sinx, 0)~(x, 0) infinitésimo

. cosx—1
8. lim,_, o
—sin?x
. ——
1—1indg I (cosx —1)(cosx + 1) ) cos?x —1 I sinx sinx —1 -1
—— 2 -5 lim - lim - lim . =—
0 0 x>0  x2(cosx+1) x~0x2%(cosx +1) =x-0 x x_ cosx+1 2

1 1
Relaciones inmediatas utilizadas

sin®xcos?x =1
(sinx, 0)~(x, 0) infinitésimo
Vi+x-1

X

9. limy_, Este tipo de limite no se vera

1_1ind _n -
-TTEgﬁizF*ﬂﬂ—w%ﬂ%ﬁT—QK%ﬁff1£_+%§T+q

1+x—-1=x

. VI+x) —1n 1
VKT T-1= (VI+) -1
(VxFD)" +__+VxFi+1
n términos
10. lim (1+x)(142x)(1+3x)—-1
. x—0 x
1+1+1—1id3 o o 6x3 +11x2 + 6x1— 1
— 0 -0 — multiplicamos todos los términos — " =
= 6){2+11x+6—>lirré6x2 +11x+6=6
X—
. x3+x2-7x+2
1L limy.,, 2x3-5x2+6x—8
8+4-1442 G000 (-G 43x-1)_ 9
= = g = —
16-20+12-8 0~ actorzando = x— 2D (2x2 —x+4) 10
x3
. 4x%2—1\x-1
12. llmx_,oo (?)
ind ; _ x3 [4x? -1
2 1* - Aplicamos la formula — lim g(x)f® = e’li% S 1)-
X—p x—1\ 4x2
I x3 [4x? — 1 — 4x? i &) (-1 -1
- - —_— s —
Xorto X — 4x2 oo (X — 1)(4x2) 4
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Luego
x3
(T a1
1m =e 4 = —
x—00 4x2 e%
1
13. limy (1 — X)¥2
ind . _ 1 _
£ 1%° - Aplicando la férmula ATy S lim—(1-x—-1)=lim—=32
X—0X x-0 X

Luego

1
lirra(l —x)x? No existe — Los limites laterales existen, pero no son iguales
X—

1
. -1 . =S
* limy,y—=-0= lim, (1 —x)x* =0

_ =
= lim,, 71 =400 = lim,_ (1 —x)x* = + 0

x%+1

5x3+4x)

14, Tim, o (2522

ind . 3
ne ] - 5x° + 4x
2 1% - Aplicando la formula eSO x*+1) ( 5x3 — 2 )

X>00
. 1im(x2+1)(5X3+4X_5X3+2) S lim 2+ 1DMAx+2) . lim4x3+x2+4x+1 _)i
X—00 5X3 -2 X—00 5X3 -2 X—00 5X3 -2 5
- [5x3 + 4x x4 4
:l%(5x3—2> e

ind i _ X3 -1
2 1% - Aplicando la férmula L B T x*-1) (m B 1) -

X—00
x3-1-x3-3 x2-1)(-4) —4x% —1
. 2 . . —
= ‘1)<T>"l‘l¥% X433 07
3 x4—1
x° =1
- lim =eV=1
x>0 \x3 + 3

16. limy_ o, (Vx? + 3x — V2x2 + 3)

ind , (Vx2 +3x — V2x% + 3)(Vx2 + 3x + V2x% + 3)
2 00 — 0 — conjugado — -
Vx2 +3x+V2x2 +3

. x24+3x—2x%+3 )
- lim — Aplicando la regla de los grados =

xo0/x2 + 3x +V2x% + 3
- lim (\/x2 + 3x—\/2x2 + 3) = —00
X—00

3

. 3x+2\x
17. llmx_)o (m)
2% iid lim fi - 3\ /3x+ 2
— = 1% - Aplicando la férmula exp ) (gl0-1) - lim (—) ( — 1) -
2 x>0 \x/ \x?% + 2

Jorge Cerezo Martinez

hellosoyjorge@hotmail.com Pagina 13



Apuntes de Matematicas

/3 (3x+2—x2—2) C 3)Bx-x*) . -3x+9 9
—>]1m(—) _— > -

1 I (Bx + 2) 9
== —_— = ez
x-0 \X X242 %20 )%+ 2) X0 X2+ 2 2 Pt x% 4+ 2 ¢
x%+2x+5
. 3\ x2—x-2
18. lim,_, (=)
3% ind x2+2x+5 3
= = 1% - Aplicando la férmula e (g0~ - lim ( - )
3 -2\ x2—x—2 J\x+1
I x2+2x+5 (3—x—1) i x2+2x+5)(—x+2) Factorizand
- - - -
o2\ x2 —x - 2 x+1 ) x2—-x—-2)x+1) actorizando
(x2+2x+5)(x-2) x> +2x+5 2242-2+5 13
m - lim = = ——>
=2 (D) +Dx+Dx—2) x2 —(x+1)2 —(2+1)? 9
x24+2x45
3 x2—x-2 13
- lim( ) =e 9
x-2\x + 1

19. limy_o(1 + 7x)%

md
fi 6 42x
£ 1%° - Aplicando la férumla exl*nl13 -1 lim (—) 1+7-1)->lim—=42->
x—>0 X x-0 X
- lim(1 + 7X)% = e*?
x-0

20. lim,, o (VX2 + 7x — Vx + 4)

ind odo o i (\/xz+7x—\/x+4)(\/x2+7x+\/x+4) x*+7x—x+4
= 00 — conjugado — Ilim im
ue x—e VxZ+ 7x+Vx + 4 X—>oo\/X2+7x+\/x+4

— Aplicando la regla de los grados — lim (\/xz +7x —Vx + ) = o0
X—00

21. im0 (Va2 + 2x — Vx2 + 1)

nd _ (ke 22x—Vx2+ 1) (VxE + 2x+ VX2 + 1)
= oo — o0 — Conjugado — lim N

X—00 VX2 +2x+Vx2 + 1
X2 +2x—x%x%>—-1 2x—1

- lim - lim — Aplicando la regla de los grados —
x>04/x2 4+ 2x +/x2 + 1 X—>°°\/x2+2x+\/x2+ P & &

2 P —
- lim > lim——=1

X—00 X—>°°1+1
1+ + 1+—

22. limy L (V3x —2 —Vx + 4)

ind

= Coniugado — I (V3x—-2 - \/X+4)(\/3X—2+\/X+4) 3x—2—-x+4
£ 0 — 0 - Conjugado - lim
]g X—00 1IBX_ +"X+ X—?oo [SX___I_\/F
2x+ 2

- lim

— Aplicando la regla de los grados = o
“oIx—2+vxtd ¥ & &

2
. X“—5Xx
23. limy_,q .
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2

X“—=3x+2

24. lim —_—
X=2 x2

ind o . . x=-2)x-1
= — - Factorizando -» lim—————->limx—-1=2-1=1
0 X—2 (X —_ 2) X2

x%2-9
25. limy,,_,——
X>-3 y43

nd o . . x+3)x-3)
= — - Factorizando -» lim ———— > limx—-3=-3—-3=-6
0 X—>—3 X+ 3 X—>—3

1
26. lim -
X0 x243x-2

ind oy 3_2

3
= im—X ===
o Regla de los grados — )11_)rg6+ 3 =53

x2

Juny

x%+3x

28. lim —
X2® ox4—6

ind o 1
£ — > Regla de los grados > — = 0
oo oo

. arctgx
29. limy_,, &
0 . . y = arctgx
=3 — Procedemos al cambio de variable x = 0 & y — 0 entonces X = tgy
. y . y . _ycosy .. cosy . COSy
lim - lim— - lim — - lim—= - lim =1
y—0tan y y—0 SIny y=0 siny y—0 SINy y—0 1
cosy y
1
Relaciones inmediatas utilizadas
(siny, 0)~(y, 0) infinitésimo
. (x—3sinx)
. lim cosxx— X
30 x=0 x+sinx
ind . 3 sinx cos x
maQ . Xcosx — 3sinxcosx . . COSX—— —
= — - Desarrollando - lim - - dividimos por x — lim - -
0 x-0 X + sinx x—0 1 4 SInX
\.).,(_J
1
1
~
sin x
. C05X+(—3COSX)'T . cosx—3cosx —2cos0
lim - lim = =—
x—0 2 x—0 2 2

Relaciones inmediatas utilizadas

{sinx, 0)~(x, 0) infinitésimo
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In(x—-1)
X2 eX—2_1

31. lim

ind
fam}

0 — Procedemos al cambio de variable x = 2 < y — 0 entonces

li 1 cambi 1 +1
X—1=y+1<—>y=X_2aplcamosecam lolim n(y )=limX=1
y—)O EY—l y—>0y

Relaciones inmediatas utilizadas

(In(y + 1), 0)~(y, 0)
(e¥ —1,0)~(y, 0)

. xarctg(g)
32. limy_,q Gz een
*1
ind X
rs xarctg(=
Limite por partes = % N —2(2)
sin2x | cosx
(1)
. zres) i i y = arctg=~
1*#- limy_,g —** — Hacemos cambio de variable - x - 0 « y — 0 entonces 2
' X = 2tany
; oy 1
lim - lim=— ==
y-02tany y-02y 2
(tanx, 0)~(x, 0)
Asi

1
(tan;, 0)~ (5%,0)

2%_ i sin 2x in2x =2 . li 2cosxsinx li 2 sinx -1
- lmx_,ox—a—>sm X =zsc0sxsmx — lmx_,ox—a—> m,._,o cosxx—a—ux— -

— lim 2 cosx
x-0
Asi
(sin 2x, 0)~(2x, 0)

Sustituyendo

X 2
I X' I X I 1 1
im———=— =lim - lim =—
x>0 (2x)% - cosx x~08x%2cosx x-08cosx 8

33. lim,_o V1 — cos x cotgx

ind

Limite por partes= 0-0 — ,1 — cos x cotgx
1* 2%
%1 1-cosx . . 1-cosx . (1+cosx) . 1-cos?x
1% limyes P Conjugado — lim,. x@ (1+cosx) = limy x%(1+cosx)
i sin? x 5 1 sinx sinx 1 i 1 1
S lim———— > a=2-lim . . - lim—=—
x>0 x*(1 + cosx) x>0 X x (14+cosx) =x>0l1l+cosx 2
1 1
Asi
(1 —cosx, 0)~(1/2 x2,0)
*_ =
2*%- cotgx p—
(tanx, 0)~(x, 0)
Sustituyendo

. . 1 . 1 1 . 1 X 1
limv1 — cosxcot -» limv1—cosx - - lim [=x2 - - lim |=- - =
x—0 x-0 tanx x-0\?2 tanx x-0\2 tanx 2
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() (VTF%-1)

n(1+4x)(1—cos 2x))

34. limy_,, a

3%
ind (xz—x3)<\/1+x—1>
Limite por partes = 2> — (

(=}

0-

(=]

1n(1+4x)<1—cos 2x>>
T T

1%- lim 1-cos2x lim 1-cos2x (1+c0s2x) S lim 1-cos? 2x S lim sin? 2x 5
x20 =0 ya (14cos 2x) X0 ya(1+cos2x) X0 ya(1+cos 2x)
_sin2x sin2x 1 . 4 4
—>0(=2—>}(1_r)% X X '1+c052x_)>l(1—1>1(l)(1+c052x) =§=2
(sin 2x, 0)~(2x, 0)
Asi

{1 — cos 2x, 0)~(2x?,0)

. In(1+4x
lim,_,q (x“ ) S a=1

2% Asi - (In(x + 1), 0)~(x,0) — (In(4x + 1), 0)~(4x, 0)

llmx—>0 41n(1:4x)
3% \/F LN do > 1i m 1 (Vitx+1) S 1+x-1 -1
imy_,q conjugado — limy_,o ——— (WH) - limy_,, Py =
1
- lim———==
x=204/T+x+1 T2
Asi
1
(V1+x—1,0)~ <§X' 0)
Sustituyendo
1
GO gx ok (-0 1
- - = —
x50 (4x)(2x2) 20 16x° 20 16x3 16
2X_1) sin 4x
35. lim,_ Afo—u)sindx
x=0 (5\/1+x—1) sin 2x

1

1x 2%
—_— ——
<ezx—1>sm 4x

ind
Limite por partes = LN
0 <5\/1+x—1> sin 2x
3
e2X _ y:ezx_1_>y+1232x
}(i_r)r& R cambio de variable x = 0 & y — 0 entonces In(y +1) = 2x > x = ln(y2+ 1)
Luego
y  _
a=1- }CIL% ln(y+ D x_r)r(1)2 no D 2 > (In(x+ 1),0)~(x,0)
2
Asi
(e?* — 1,0)~(2x, 0)
2%_ lim o Sndx sin 4x > lim o sin(2x+2x) N sin(a + b) = sinacosb + cosasinb — lim . sin(2x) cos(2x)+ cos(2x) sin(2x)
sin(2x) cos(2x) cos(2x) sin(2x
(sian,0)~(2x,0)—>1im( (2x) cos( )+ (2x) sin( )>—>a=1—>
x-0 x* X*
~ (sin(2x) 1 sin(2x) 1 ] ]
- }(1_r)r3< . cos(20) e cos(Z0) - }(1_r)r3 2 cos(2x) + 2 cos(2x) = }(11%4 cos(2x) = 4
Asi

(sin 4x, 0)~(4x, 0)
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5 5
3%. lm, oo T2 3= VIHO 05 b5 = 14 6x— 1= 6x -
S (Vex+1-1) ((5\/6)( F1) 4+ (VexF1+ 1)) R
6x 6
—»>a=1-lim =_
*0xa(Y6x + ) +_ 5
Asi
6
1T+ 6x—1,0)~ <§x,0)
Sustituyendo
(20@x) 5 20 10
lim——->lim——4x=—=—
x—0 (6 ) (2 ) x-0 6X 6 3
x2 sin
36. llm,c_)oJ

sinx

ind () . X N 1
= ——>(smx 0)~(x,0) — lim x-sm(—)—>hmx-sm(—)=0
0 x—0 sin x X x>0 X

Pues sin (;) esta acotado, y asi, una funcidn que tiende a cero por otra acotada, su limite es 0

37. lim,_q x In(sin x)

COosS X

igd 00  lim In(sin x) = lim f'(x) i SIOX i x? cosx 0 .
B x—0 1/ x-0g'(x) x>0 1 x>0 —sinx 0
X _X_Z
.2
_ x% cosx
> lim——— = —xcosx =0
x—0 X

Tabla de relaciones inmediatas

1.mmwmy”aa@+no%@m=1
2. llmx_)o - (eX—1,00~(x,0) =1
3. llmx_)o Si = (sinx, 0)~(x,0) = 1 utilizacién del infinitésimo

4. limy_, rlosx = (1 — cosx, 0)~(1/2 x%,0) = % utilizacion del infinitésimo

tan x

5. 11mX_>0 = (tanx, 0)~(x, 0) = 1 utilizacién del infinitésimo

6. limy,, g(x)f(x) = elimx-p f(x)(8(x)-1)

— sinf(x) ~f(x) - In(1 +f(x))~f(x)

— arctg f(x)~f(x) - ef® _1~f(x)

- tanf(x) ~f(x) — bf® —1~f(x) - Inbsi (b > 0)
- cosf(x)~ [f(x)] - (1+ f(X))p — 1~pf(x)
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4.1. Limites de funciones
Definicion

Llamaremos entorno de un punto a € R a cualquier conjunto de la forma:

(a—ga+e)={xeR/|Ix—a|<e}cone>0

Llamaremos entorno reducido de un punto a € R a cualquier conjunto de la forma:

(a—ga)U(aa+e)={xeR/0<|x—al|<e}cone>0

Llamaremos entorno reducido de o a cualquier conjunto de la forma (m, o)

Llamaremos entorno reducido de —oo a cualquier conjunto de la forma (—oco, m)

4.2. Limite de una funcién en un punto
Definiciéon
Sean a € Ry f una funcion real de variable real definida en un entorno reducido de a. Diremos
que el limite de f cuando x tiende hacia a es L y lo denotaremos por:

limf(x) =L,siVe>038 >0talquesi0<|x—a|<d§=

X—a

f(x) — L <e

()
valor de laimagen  valor del limite

Conviene sefialar que el limite de una funcion en un punto:

e Puede?
e Es un concepto local (solo depende del comportamiento de la funcion cerca del punto
considerado)

e Es independiente del valor que tome la funcién en dicho punto. De hecho la funcion
puede no estar definida en el punto considerado, o bien, tomar dicho punto un valor que
no coincida con el limite.

4.2.1. Ejemplos
1. Haciendo uso de la definicion de limite probar que:

X% — 4 ind. 0 i x—2)-x+2)

lim =4 ——>lim ->x+2=4

Xx—=2 X — 2 0 x-2 X—2
Para cada € > 0 tenemos que probar que 3 una § > 0 tal que para los x con:

2 _
0 < |x — 2| < § se verifique que _2—4 <eg
Para ello observamos que para los x con:
X% —4
0 < |x—2| < § se satisface la desigualdad |f(x) —L| < € = —5 = 4| <&

Para ello, observamos que para los x con:
2

0 < |x—2| < § sesatisface la desigualdad —

—4
2 ‘_)

(X—Z)(X+2)_4‘_)

S |(x+2)—4|=|x+2|<6
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Hemos de coger los deltas que cumplan la relacion, por tanto, es suficiente tomar € = § para
obtener:
x2 —4

—4
X—2

<g

2. Veamos que A limy_, 4 cosi
Razonando por reduccion al absurdo, supongamos que 3 el limite y que vale L. Por definicion
tendremos que:
1
Ve>038>0talquesiO<|x|<d§ = |f(x)—Ll<e= |(cos;)—L| <e

Como esto sera cierto para cualquier valor de €, en particular lo sera para € = 1. Es decir, se
verificara

1 1
3 8> 0tal quesi0 < |x| <5—>|(cos;)—L|<1tenemoskENtalqueﬂ<5

~  Parax = — tendremos que |(cosl;> — L| <1-|(cos2km) —L|<1->
2kt [ok

->1-L<1-1-L<1--L<0-L>0

1 s P ’ 1
— Parax = GRiDn también se verificara que GRiDn < 6.Luego
1
cos 1 —Ll<1-](cosk+1m) —-Ll<1->|-1-Ll<1-
2k + D

> |1+L<1-14L<1->L<0

Hemos llegado a una contradiccion ya que por un lado hemos llegado a que L > 0 y por otro a
que L < 0. Por tanto, lo que hemos supuesto no era cierto, luego, el limite A.

-1
. ., 1
Grafica de la funcion cos ~ en un entorno de 0. Se puede observar que al acercarnos a 0 la

funcion oscila sin aproximarse a ningun valor concreto.
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4.3. Unicidad del limite

Teorema
Si limy_,, f(x) = L; y limy_,, f(x) = L, entonces L; = L, Es decir, si 3 limite de una funcién en
un punto, es Unico.
4.4. Limites laterales
Definicion

— Diremos que la funcion f tiene limite L cuando x tiende a un punto a por la derecha y se
denota por:
lim f(x) =L

X—a

Sive>0,36>0talquesia<x<a+6 = |f(x)—L| <e

— Diremos que la funcion f tiene limite L cuando x tiende a un punto a por la izquierda y
se denota por:
lim f(x) =L

X—a~

Sive>0,36§>0talquesia—8§<x<a = |f(x)—Ll<e¢
Proposicion

Jlimy_,, f(x) = L < 3 los limites laterales de fen a 'y valen L, es decir:
lim f(x) =L = lim f(x) =L
X—a

x—a~

Por tanto el limite de f en el punto a # si los limites laterales son distintos
(Ver ejercicios de 6.3.1. Continuidad Pag. 27-28)

4.5. Limites infinitos y en el infinito

Definicioén
Sea a € Ry sea f funcion definida en un entorno reducido de a. Diremos que:

— limy,,=0si:Yvm>0,3§ >0talquesi0<|[x—a|<d—=>f(x)>m
- limy,; =—0c0si:¥vm>0,3§>0talquesi0<|x—al<d->f(x)<m

4.5.1. Ejemplos

1

1. fx) ==

x2
1 o \
lim - = 00 |
x—-0" X
o1 4
lim — = oo
x—0+ X2
lim ") = ﬂ T |
X—0X \
Puede observarse que al aproximarse a 0 / \\
7 . 1 -+
por la derecha la funcién crece hacia oo y al /’ \
aproximarse por la izquierda decrece hacia — —
—00, + 4 -
=3 =2 -1 1 2 3
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2. f(x)x3
lim x3 =
X—00
lim x3 = —o0
X——00

Se observa como la funcidon crece
hacia oo cuando x crece y como
decrece hacia —oo cuando x decrece. ' W

3. f(x) ==

x3

i 1 i 1
imy_,o- 5 = —00; limy g+ 5 = 00
: 1 . 1
limy_,q 5= 0 ; limg,_q 3= 0
lim— =2
X—0 X
Puede observarse que al aproximarse a
0 por la derecha la funcion crece hacia

a1 oo y al aproximarse por la izquierda
decrece hacia —co.

Se puede observar también que segun
crece el valor de x, la funcién va
Ll aproximandose cada vez mas a 0. Lo
mismo ocurre cuando decrece el valor
de x.

4.6. Desigualdades entre funcion y limites
Proposicién
Sean f y g dos funciones tales que f(x) < g(x) en un entorno reducido de un punto a €
R {+0} si 3 lim,_,, f(x) ylim,_,, g(x), = lim,_,, f(x) < lim,_,, g(x)

No siempre los limites seran rigurosos, en el caso en el que se tenga f(x) < g(x) s6lo se
puede concluir que limy_,, f(x) <limy_,, g(x)

4.6.1. Ejemplos

1. Si tomamos f(x) =0 y g(x) = x?, tenemos que:f(x) < g(x) Vx # 0. Sin embargo,
cuando tenemos limites en 0 tenemos que limy_,o f(x) = 0 = lim,_,¢ g(x).

4.6.1. Regla del emparedado

Sean f, g y h tres funciones tales que f(x) < h(x) < g(x) en un entorno reducido de
a€R{to}. Si verifica que limy,, f(x) =limy,,g(x) =L,conL € R{txo} =
lim,_,, h(x) = L.
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Estos resultados, asi como los dados dentro del apartado de indeterminaciones, se pueden
extender a limites laterales. Basta con imponer que las desigualdades se verifiquen en algun
conjunto de la forma (a, a + 8) para los limites por la derecha y (a — §,a) para los limites

por la izquierda.

4.6.1.1 Ejemplos

11 o 1+|sinx|
Se tiene que i < @ < z como se verifica limx_,ooi = limx_,ooz = 0 por la regla del
emparedado tenemos que limy_, o, Lisinx _
2 limx—>oo 4+|cosx|
Se tiene que E < @ < zcomo verifica limx_)ooz = limx_mz = 0 por la regla del

4+|cos x|

=0

emparedado tenemos que limy_, o,

5. Indeterminaciones

Proposicion
Si limy_,, f(x) = 0y g esta acotada en un entorno reducido de a = limy_,, f(x) - g(x) = 0
Teorema
Sea f definida en un intervalo abierto I y sea g definida en un intervalo abierto tal que f(I) < J.
Seaa € I'si lim,_, f(x) = b,limy_}, g(y) = L,y Vx € I se tiene que f(x) # b entonces

lim(fog) (x) =L

X—a
Corolario
Sea f definida en un entorno reducido de a € R se tiene que: limy_,, f(x) = lim,_,, f(y + a)
Proposicion
Sea f: R — R se tiene que:

1 1 1
lim f(x) = lim f(—) - lim f(x) = lim (—) - lim f(x) = lim f(x) = lim f(—)
X—00 x—-0t y x—-0t y—-o \y X——00 y—0~ y->—o \y

Proposicién
Sl limxﬁa f(X) = Ll y limx_)a g(X) = Lz, con a, Ll y LZ eER U {iOO} =:

- limxﬁa(f(x) + g(X)) = L; £ L, (Salvo en casos de +(o0 — o) que da lugar a indeterminacién)

- limxﬁa(f(x) . g(X)) = L; - L, (Salvo en el caso de que sea 0 y el otro +oo que dard lugar a

indeterminacion)
. f(x) Ly : . . : i
- limy,, ) =L (Salvo si ambas son 0 6 oo que dara lugar a indeterminacion)
2

limx_,a(f(x)g(x)) = LlLZ con f(x) = 0 (SalvoconL; = 1yL, = +00,L; =00 yL, =0,

L, = L; = 0 que dara lugar a indeterminacion)

% Ltoo=+1cconLeR < iT°° = Signo(L) - (+),siL € R — {0}

% 00+ 00 = 00 % L~ (£o0) = Signo(L) - £oo,L € RU {£oo} — {0}
¢ —00 — 00 = —00

X3 L — i

* G 0,siLeR
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Proposicion
Sean f'y g dos funciones tales que: limy_,, f(x) = L; # 0y limy_,,g(x) = 0,=

00 _ o £

- limy,,—= 20 si 200 > 0 en un entorno reducido de a
li fx) _ 0

- limy,,—= o0 oo si 200 < 0 en un entorno reducido de a

- Alimg,,—= ) en el resto de casos

:{69)

5.1. Tipos de indeterminaciones

0 o]
0 oo’
la aritmética de limites. Suponemos que f y g son dos funciones definidas en un entorno
reducido de a € R{to0}.

Definiciéon

Diremos que fy g son equivalentes en a y lo denotaremos por f~g (6 por f(x)~g(x) cuando
f(x) _

gx)

—,0-00,00 —00,1%°,00% 1°,009 0%o0n las distintas indeterminaciones que surgen al utilizar

X — a) silimy_,,——=

Proposicion

Si f y g son equivalentes en a y Ilimy,, f(x) € RU {+o},= IFlimy_,,g(x) y ademas
limy, f(x) =limy,, g(x)

Proposicion

Si f y g son equivalentes en a = fPygP son equivalentes en a (siempre que tengan sentido
fPygP)

Proposicion

Si Jlimy_,, f(x) = L # 0y es finito = f(x)~L cuando x — a

Definiciéon

Diremos que f y g son infinitésimos equivalentes en a si f y g son equivalentes en a y
limy_,, f(x) = limy_,, g(x) =0

5.1.1. Principio de sustitucion

Si f(x)~g(x) cuando x = a = se verificara:

- limy,, f(x) - F(x) = limy_,, g(x) - F(x)
FO) _ 4. F(x)

- hmx_,a ) lmxﬁa@

5.2. Infinitésimos equivalentes

Para lim,_,, f(x) = 0

— sinf(x) ~f(x) - In(1+ ()~ f(x)

— arctg f(x)~f(x) - ef® _1~f(x)

- tanf(x) ~f(x) — bf® —1~f(x) - Inbsi (b > 0)
— cos fx)~ 1T - (1 +1))° = 1~pf(x)

5.2.1. Ejemplos

In(1+3x2%)

1. lim
x>0 ysinx
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— In(1 + f(x)) ~f(x) si f(x) - 0 particularizando 3x? = 0, por tanto In(1 + 3x2) ~3x2
— sinf(x)~ f(x) si f(x) — 0 particularizando x = 0 — sinx ~x

+3%) | 1im 3 L lim3 = 3

Asi lim
X20  ysinx x>0 X X—0

2
eXxcos?x _ 1

im——
x-0 arctg(x cos x)

Xcos?x _

- ef® — 1~f(x) si f(x) = 0 particularizando x cos? x = 0, por tanto e 1~x cos? x

- arctg(f(x))~f(x) si f(x) = Oparticularizando X cos x = 0, por tanto arctg(x cos x)~X cos X

2
eXCos"X_q . Xcos?x .

—_— - limcosx =1

arctg(x cosx) x—0 XCOSX x—0

5.2.2. Ordenes de infinitud

Asi limy_,,

Seana > 0,b > 1y ¢ > 0. Se verificara que:

XX En el orden de infinitud de

— hmx—)oo F =
X
- limg o 7=
1 x€ Inx < x¢ < b* < x?%
- My 0 = 0o

5.2.3. Ejemplos

1. limy o+ x"Inx = 0 parar > 0; si realizamos el cambio x = 1/y , tendremos que:

In(1 —In -1

lim x"Inx = lim ( /y) = lim Y- lim——=0
x—0t y—00 yr y—o00 yr y—00 y_
Iny

El limite del denominador es co seglin la proposicion, por tanto, el limite que queriamos calcular
sera 0. (Ver segunda proposicion de 5. Indeterminaciones si el cambio no quedoé claro).

2. limy_ o+ x" - 2¥X = 0 parar > 0; si realizamos el cambio x = 1/y , tendremos que:

2'ly
lim x' - 2¥ = lim =0
x-0% x-0t yT

El limite del denominador es co seglin la proposicion, por tanto, el limite que queriamos calcular
serd 0.

5.3. Regla de L.’hépital

Sean f'y g dos funciones definidas y derivables en un entorno reducido de x, € R U {0} si 3
limy % = L € R{zo0} y han de verificarse alguna de las tres condiciones.
limy,, f(x) =lim,_, g(x) =0
- limx—)xo g(X) =

limy_,, g(x) = —
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&) _ g f'x0)

Entonces 3 llmx_,xo 900 X=X0 g7 ()

= L , esta regla sirve para los limites laterales

5.3.1. L’hdpital directa

. . L .0
Es aplicable a las indeterminaciones del tipo e 2

. e¥—cos?xnd
lim———— = —
x—0 X 0
Llamamos
f(x) = e* — cos? x y g(x) = x ambas funciones son derivables en R, y se verifica que
lir’% f(x) = lina gx) =0
X— X—

f'®) = eX 4+ 2 cosx - sinx ygx) =1

i X40 o
Como limy_,g ((X)) hmx_leSXSlnX —1
Entonces
f(x) . e*—rcos’x
lim— = lim————— =
x=0 g(x) x—0 X

5.3.2. L’hopital indirecta

e (- oo: Para resolver indeterminaciones O - co podemos aplicar la igualdad y-z = (_}l,)

A . L .0,
antes de la regla de L hopital, transformando la indeterminacion en un tipo 50 g .

_ _ ~ In(sinx)
lim xIn(sinx) =lim————
x-0% x—0 1/X
Llamamos
cosx
f(x) = In(sinx) - f'(x) = —
sinx

1 -1
g0 === (0 > g =97 > —
Ambas funciones son derivables en (0, o) y se verifica que lim,_ o+ g(x) = o como:

f(x) cosx —x? cos x
im X — - hm —xcosx =10
x—>0+ g (X) x-0+ —1 X x—07
<2
Entonces
f(x) ~ In(sinx) )

lim = lim ——— = limxIn(sinx) = 0
x-07F g(X) x—0% 1/X X0

e 00 — oo: Para resolver las indeterminaciones de este tipo se aplica z = In(e?) antes de
aplicar la regla de L’hopital, transformandose en una indeterminacion del tipo 2

CcoS X
lim( +1nx)=oo—oo
x—-0%t
Transformamos
. COS X COS X (COS X+11’1 X) . COS X
llm( +lnx)={ +1nx=ln(e X )}—> lim ln(xe X )
x-0%t X X x-0t
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Calculemos el limite de la funcion que esta dentro del logaritmo

COS X
lim xe x
x-0t
. . .y . (00}
Transformemos la indeterminacion 0 - c en una del tipo —
COSX
L cosx . Xe X - fx)
lim xe x = lim —— = lim —
x—0% x-0% 1/X x-0% g(X)

Ahora aplicamos L’hopital directa
COosX

x - (—xsinx — cosx)
2

cosx e
f(x)=ex ->f'(x)=

X

1 -1
g0 === (0 >0 = -2 >
COosX
—(xsinx + cosx)e x

XZ COSX COSX
lim - lim [ xsinx+ cosx]e x — lim cosxe x = o
x—-0*t -1 x-0t \ —— x-0%t

X2 0

, f! . . f .,
Luego el limite de i +00 y como consecuencia de esto el limite de p también es +oo, por

tanto
COS X
1 lim In| S—
+ nx) = lim In = o0
x-0% 1/x

lim

(COS X
x-0+

X

e 0% 000 1%°: La regla de L’hopital puede aplicarse a la resolucion de indeterminaciones
de este tipo mediante el cambio y* = e*Iny

1
lim(cos x) /sinx
x—0

Transformando
y = CosX 1 In(cos x)
1 lim e(/sin 10059 — Jim ¢~ sinx
2= sinx) 0 x>0
Calculemos el limite del exponente
In(cos x)
m——
x-0 sinx
Definimos
—sinx

f(x) = In(cosx) - f'(x) =

p— y g(x) = sinx - g'(x) = cosx

Estas dos funciones son derivables en (—g,g) verificandose que
lim f(x) = limg(x) =0
X—0 X—0

Como
£ —sinx )
X —sinx
lim ——= = lim 23X, |im >— =
x-0g'(x) x-0 CoSX x—0 C0S? X
Entonces
In(cos x)
lim———=0
x>0 SInX
De donde
1 In(cosx)
lim(cosx)sinx = lime sinx =¢% =1
X-0 X-0
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6. Continuidad
6.1. Continuidad de una funcién en un punto

Definiciéon

Sea f una funcién definida en un entorno de un punto a. Diremos que f es continua en a, si
3 limy_,, f(x), es finito y coincide con el valor de f(a), es decir, limy_,, f(x) = f(a).
Proposicion

Si fy g son continuas en a, entonces:

1- f+ gescontinuaen a.
2- f-gescontinuaena.

3- f/g es continua en a si g(a) # 0.

Corolario

1- Toda funcion polindmica es continua en todo punto de R.
2- Toda funcién racional es continua en todo punto de R, salvo en aquellos puntos que
anulan el denominador.

Teorema
Si f es continua en a y g es continua en f(a), entonces la funcion g © f es continua en a. (Ver
ejemplo 2.1)

6.2. Tipos de discontinuidades

Evitable
De salto finito

De 12 i
€1 espede {De salto infinito

Discontinuidad .
Esencial

De 22 especie
e Discontinuidad evitable

Diremos que una funcion f tiene una discontinuidad evitable en a si 3 limy_,, f(x) y es finito,
pero A f(a) 6 bien f(a) # lim,_,, f(x). Es decir, ocurre cuando existen el limite y la imagen pero
son distintas; y también ocurre cuando existe limite pero no la imagen. (Ver ejemplo 1)

e Discontinuidad de salto finito

Diremos que una funcion f tiene una discontinuidad de salto finito en a si 3 y son finitos los
limites laterales limy_,,- f(x) y lim,_,,+ f(x), pero son distintos. (Ver ejemplo 2.2)

e Discontinuidad de salto infinito

Diremos que una funcion f tiene una discontinuidad de salto infinito en a si 3 y son infinitos
cualquiera de los limites laterales limy_,,- f(x) =0 6 lim,_,+ f(x) = co. (Ver ejemplo 3)

Diremos que una funcion f tiene una discontinuidad de primera especie en a, si la
discontinuidad es evitable, de salto finito o infinito. En cualquier otro caso diremos que la
discontinuidad es de segunda especie.
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6.3. Continuidad en intervalo

Definicién

e Diremos que la funcion f es continua por la derecha en a si lim,_,,+ f(x) = f(a).
e Diremos que la funcion f es continua por la izquierda en a si lim,_,,- f(x) = f(a).

Una funcion f es continua en a < f es continua por la derecha y por la izquierda de a.

Tipos de intervalos

e Intervalo abierto (a,b): Sea I € R un intervalo abierto diremos que f es continua en I si

lo es en cada punto de 1.

e Intervalo abierto por la izquierda, cerrado por la derecha (a,b]: Diremos que f es

continua en (a,b] si es continua en (a, b) y continua por la izquierda en b.

e Intervalo cerrado por la izquierda, abierto por la derecha [a,b): Diremos que f es

continua en [a,b) si es continua en (a, b) y continua por la derecha en a.

e Intervalo cerrado [a,b]: Diremos que f es continua en [a,b] si es continua en (a,b),

continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b.

6.3.1 Ejemplos

2_
1. Estudia la continuidad en x = 2 de = XZ%
Primero realizamos la imagen
0
f(2) ==
@ =53
A continuacion realizamos los limites
(. x-2)x—-3) )
P Iim f=—=1

o x*=5x+6 0 X—27 x—-2) . N .

lim—m8m8M —=—-> Discontinuidad evitable

x=22 X—2 0 lim £ x—-2)x—-3) "

imf=—"———"-=—
x—-2% (X — 2)
2. Estudia la continuidad
2—xsix<1
f(x) ={x?si1<x<?2
Xx—3six>2
2.1- Continuidad enx = 1
Primero realizamos la imagen
f1)=12=1

A continuacion realizamos los limites

limf=02-1)=1
X-1"
. _ 2 —
Jim =A% =1
2.2- Continuidad en x = 2
Primero realizamos la imagen

3 lirr}f =3 ~ f(x) = es continua en R
X—

f2)=02%*) =4
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A continuacion realizamos los limites

ligl_ f=02%=1

X . L o _
ligh f=(2-3)=1 3 ;(1_13f -~ discontinuidad de salto finito
X—

2
3. Estudia la continuidad en x = 3 de f(x) = );_+31
Primero realizamos la imagen
10
f(3) = —
@) =73
A continuacion realizamos los limites
) x2+1 10
x*4+1 10 |Jmf=s——==gr=de) o
llrré — = o - 241 10 Discontinuidad de salto infinito
X —
\lim f= =—=-
x—27F X—3 0

4. Para la funcidn, calcula los limites laterales:

3
f(X)z{X +1XS1
x+4 x>1

lim f(x) = limx3+1=2
X-1" x-1"
lim f(x) = limx+4=5
x-1% x-1+
lim f(x) =2 # lim f(x) =5
x—-1t X1~

Por tanto, podemos decir que el limite de f en el punto 1 A ya que los limites laterales son
distintos.

6.4. Teorema de Bolzano

Sea f una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b]. Si f(a) - f(b) < 0, entonces existe un
punto ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0, es decir:

Si f toma signo distinto en los extremos del intervalo entonces la funcidén se anula en algin
punto del interior del intervalo.

*Si f(a) - f(b) < 0 entonces 3 ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0

* El teorema de Bolzano no garantiza que el punto en el que se anula la funcion sea el tnico, lo
que nos garantiza es que hay un punto en el que se anula, pero podria haber mas.

6.4.1. Ejemplos
Tenemos una funcion f(x) = cos x en el intervalo [0, 3]

En este intervalo la funcidn verifica la hipotesis del teorema de Bolzano ya que f(0) =1y
f(3m) = —1, por tanto, el teorema de Bolzano nos asegura que se anula en algin punto del

intervalo (0,31).
5T

., T 3T
De hecho la funcién se anula en 3 puntos 25 VS
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7. Calculo diferencial

7.1 Derivacidon en un intervalo

Definicién de derivada

Sea f definida en un entorno de un punto X, si 3 (y éste es finito) el limite, entonces, diremos
que la funcién f(x) es derivable en el punto x, y llamaremos al limite derivada f en el punto x,.

I f(xo +h) —f(xg) , .. f(x) — (Xo)
im 0 lim S

ix=xy+h
h-0 h-0 x — Xy
()

final  inicial

7.1.1. Ejemplos

1. Halla la derivada de la funcion f(x) = Xi—l en el punto x = 3 aplicando la definicion de la

derivada.
- f(xo) » f(3) = ?j__l _,%
- f(xg+h)>f(3+h)= 3+:+1 R 4%1
- f(xo +h) —f(xo) = ﬁ _ % N 4;+h2—h4 R %
2. Halla la derivada de la funcién f(x) = x3 en el punto x = 1 aplicando la definicion de la

derivada.

- fx)) o f(D)=13=1

- f(xg+h)>f(1+h)=(1+h)>=1+3h+3h?+ 3h3

— f(xo +h) — f(xg) =1+ 3h + 3h? + 3h3 — 1 = 3h + 3h? + 3h3

—_ 2 3
. f(x0+hz fGxo) _, 3h+3f}11 B 343h+30% >3

- &0 = limy,,

Recta tangente

Sea f: (a,b) = R derivable en un punto x, € (a,b) = la pendiente de la recta tangente a la
grafica de f en el punto x, es f'(x) y, por tanto, la ecuacion de dicha recta es:

y = f'(x0) (x — X¢) + f(x)
7.1.2. Ejemplos

1. Halla la recta tangente a la funcion
f(x) = x3 en el punto f(1)

y = f'(X)(x — x¢) + f(%¢) =
> f'(DE-1)+f(1) -
->y=3-x—-1)+1->y=3x—2 | - T
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Teorema
Si f es derivable en X, = f es continua en x,

Derivadas laterales

Sea f: [a, b] = R. Diremos que fes Diremos que es derivable por la izquierda
derivable por la derecha en el punto asi 3y en el punto b si 3 y es finito.
es finito.

. b+h)—f(b ,
= limyo- FETR = 1)

- limy o DT = f(a)
A este tipo de derivadas se les llama derivadas laterales

Proposicién
Sea f definida en un entorno x, = f es derivable en x; < f es derivable en x, < f es derivable
en X, tanto por la derecha como por la izquierda 'y f{ (xo) = f!(xy). En este caso:

f'(x0) = fL(x0) = f{(x0)
7.1.3. Ejemplo

Consideramos la funcion f(x) = |x|, sus
derivadas son:

— £1(0) = limy g IO 2

. Ih] . B
limy_ g+ — — h11m - =

— £2(0) = limy_,o- IO

La funcién no es derivable ya que f.(0) = —1 # f;(0) = 1

Definiciéon

Diremos que una funcion f es derivable en un intervalo I si es derivable en todos los puntos de I,
entendiendo que en los extremos puede ser derivable solo lateralmente. Es decir, seglin sea el
intervalo I, tendremos los siguientes casos:

— Sil = (a,b), fsera derivable en I cuando lo sea en todos sus puntos.
— SiI=[ab), f sera derivable en I cuando sea derivable en (a,b) y derivable por la
derecha en el punto a.

— SiI=(ab], f sera derivable en I cuando sea derivable en (a,b) y derivable por la
izquierda en el punto b.

— Si I =1[a,b], f serd derivable en I cuando sea derivable en (a,b), derivable por la
derecha en el punto a y derivable por la izquierda en el punto b.

Definicion
Sea f: 1 = R derivable. A la funcion real de variable real; la llamaremos funcién derivable en f,
y la representaremos como f'(x) 6 g; I - R; x~f'(x)

Si f es derivable en I, su derivada vuelve a ser una funcion en este intervalo, y puede por tanto
ser derivable. En este caso llamaremos derivada segunda de f, y denotaremos como f'(x) 0
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d? ., . . . . .
d—xi, a la funcion derivada de f'(x). En general se define siguiendo un razonamiento inductivo

de la derivada enésima de f que denotaremos por f™ (x) como la derivada de f™ D (x). Se
entiende que f©@ = f.

Definicion

Sea f: I - R. Se dice que f € C"(I), es decir, f es de clase C" en I, si fes n veces derivable en Iy
su derivada enésima es continua en el intervalo. En el caso de que f € C"(I) Vn € N se dice que
f e C*(I), es decir, que fes de clase C* en 1.

Es equivalente que f € C°(I) a que f sea continua en el intervalo I.

7.2. Formula de Leibniz
Sean f'y g dos funciones tales que 3 f™ (x,) y g™ (x,) entonces 3 (f- g)"(x,) y (f+ g)"(Xo) =
n

n . .
= Z (j ) £0)(x) g™V (x,); Hemos de notar analogia entre la formula de Leibniz y el binémio
j=0
n

n .o
de Newton: (a+ b)" = Z (j ) alb™7J; los nimeros combinatorios aparecen en la formula
j=0
de Leibniz se definen de la siguiente forma:
(h) h! B nn—1)(n—2)..(h—j+1)
j - .

BICED] j

7.2.1. Ejemplos

1. La férmula de Leibniz nos puede ahorrar mucho trabajo a la hora de calcular derivadas
de orden alto de funciones. Calcular la derivada n-ésima de h(x) = x%e*

Llamamos f(x) = x? y g(x) = e*

f(x) = 2x
£ =2

g (x) =e*vm >0
fWx) =0 vm > 2

Por tanto
n

h™(x) = Z (r]l) f0)(x) gl-D(x) = (3) x%eX + (rll) 2xeX + (rzl) 2eX =
=0
] = (x? 4+ 2nx + n(n — 1))e*

7.3. Propiedades de las funciones derivables

7.3.1. Teorema de Rolle
Sea f:[a,b] —» R, continua en [a, b] y derivable en (a,b) tal que f(a) = f(b) = 3x, € (a,b) tal
que f'(xg) =0

Corolario
Sea f:[a,b] — R, continua en [a,b] y derivable en (a,b) tal que f'(xy) # 0 Vx, € (a,b) = es
inyectiva en [a, b].
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7.3.2. Teorema del valor medio de Lagrange
Sea f:[a,b] » R, continua en [a,b] y derivable en (a,b) = 3 algiun punto x, € (a,b) que
verifica la igualdad:

f’(Xo) —

wé f(b) — f(a) = f'(xo) (b — )

El teorema anterior también se conoce como el Teorema de los incrementos finitos.

Proposicion
Sea f[a,b) = R, continua en [a,b) y derivable en (a,b) si 3 lim,_,,+ f'(x) y es finito = f es

[TPEIR

derivable por la derecha en “a”:

fr(@) = lim f()

Se obtiene andlogo resultado por derivadas por la izquierda.

7.3.2.1. Ejemplos
Consideremos la funcion:
sinx six<0
f(x) = { !
() x2 six>0
Para estudiar su derivabilidad en x = 0 comenzaremos estudiando su continuidad:

. — . 2 — . _ . . —
xll,r(r)l+ fx) = ,}th x¢=0 xll)r(r)l_f(x) = xll)r(r)l_ sinx =0

Los limites laterales son iguales y coinciden con el valor de la funcién en 0, luego es continua.

Consideremos ahora la derivada de f para x # 0.
rron _ fCOsX Six<O0
f(X)_{ 2x six>0
Estudiamos los limites laterales en 0 d f'

i = i, 22 =0
lim f(x) = lim cosx =1
x—0~ x—-07
Como fes continua 'y 3 lim,,_,y+ f'(x), segin la proposicion, también 3 f/(0) = lgr;n f'(x)=0
X
El mismo razonamiento para el limite por la izquierda que 3 f/(0) = l(i)r_n f'(x) =1 luego, fes
x—

derivable por la derecha y por la izquierda en 0 pero no es derivable ya que las derivadas
laterales no coinciden.

1+

Continua pero no derivable en 0
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7.4. Desarrollo del polinomio de Tavlor

Definicién

Sea una funcion n veces derivable en un punto. Llamaremos polinomio de Taylor de grado n de
fen el punto x; a:

f" (o)
21

(o)

Poxo (%) = f(x0) + ' (x0) (x = X0) + ——

Definicién

(x—x9)%+ -+ (x—xo)"

Llamaremos resto del polinomio de Taylor de grado n de f en x a la diferencia entre la funcién
y sus polinomios de Taylor, es decir:

Rn,xo x) =f(x) — P, Xo (x)

7.4.1. Polinomios de Taylor de gradok enxy, = 0

f(x) Pyo(x) k
x? x" x
eX 1+X+§+ +—= ]—' n
i=0
B3 x5 2n+1 n 2+
i ettt (D) —— = Z 1
sinx X 31 7 51 -D Zn+ 1) -1 —x 2+ D! 2n+1
2 x4 <20 “ <2
T—=—+—+4 -+ (-1)" Z
cosx 21" 4l AeTSY (21)' 2n
x> x3 x" n x)
—_—t— e+ (-1 n+1_ _Z 1]+1
In(1 + x) X—o5+3 =D n ]=1( ) ] n
n
a(la—1)..+(a—n+1) oy -
(14 x)“ 1+ax+--+ o :Z(j)X] n
j=0
1 n
1—x 1+x+x2+---+x“=2xj n
j=0

7.4.2. Ejemplos

1. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de e*enxy, =0 y buscar una
aproximacion para el valor x = 0,2.

Termino general del polinomio de Taylor Recuerdo de factoriales

! Factorial: los naturales desde el nimero
(%) hasta llegar al 1

o X xo)" Ejemplo: 3! =3-2-1
Calculamos las derivadas fV(0) = ¥
Damos el valor
f(x) = e*
fl(x) = e* f(0)=1
fll(x) = e* fl(0) =1
flll(x) = % fl0) =1
fIV(X) = eX fIII(O) =1
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fIV(O) =1 fV(O) =1
5 .
j
Por tanto el polinomio sera Ps o(x) = )J(_'
j=0 "
—0)2 3 4 — N5
£(0) + F1(0)(x — 0) + f"(O)% f'“(O)Q fv(gy X0 0) + ) & 0)

2 3 x* x5
- 1+x+§+§+—+—I|Aprox1macmn—>x—02
0,22 (0,2 (0,2)* (0,22)> 458
1+0,2+( ) +( ) +( ) +( ) =
2! 3! 4! 5! 375

2. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de sinx enx, =0 y buscar una
aproximacion para el valor x = 0,2.

Calculamos las derivadas Damos el valor

f(x) = sinx f(0) =0
fI(x) = cosx fl(0) =1
flI(x) = —sinx fl10) =0
fll(x) = — cosx fi110) = -1
fV(x) = sinx fV(0) =0
fV(x) = cosx fV) =1

5 2j+l
Por tanto el polinomio buscado sera Ps (x) = Z(—l)’ m

11 M2 ¢l M3 ¢V _ v _
£0) + F1(0)(x — 0) 4 —QE=07  FFOx=0"  FHOG-0  FOx=0)
0

2! 3! 4! 5!
0 0
3 45
- X— 37 + — ||Apr0x1mac1on -x=0,2
02 (0,2)3 (0,2)> _ 151
’ 3! 5! 7 750

3. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de cosx enx, =0 y buscar una
aproximacion para el valor x = 0,2.

Calculamos las derivadas Damos el valor

f(x) = cosx f(0)=1
fI(x) = —sinx fl(0) =0
fll(x) = —cosx fl1(0) = -1
flI(x) = sinx f11(0) =0
fV(x) = cosx fV(0) =1
fV(x) = —sinx fVY(0) =0
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5

2j

X

Por tanto el polinomio buscado serd P, = Z(—l J
j=0

@)

(0) + £1(0)(x — 0) + F1(0) X = _2'0)2 ppmge) &Y ;,0)3 O ;,0)4 +£Y(0)
LI . ] ] .
0

(x-0)°
"
0
2 X4
->1- ol + m [[Aproximacién — x = 0,2
(0,22 (0,2)* 49

- o =
2l "o S50

4. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de In(x + 1) en Xy = 0 y buscar una
aproximacion para el valor x = 0,2.

Calculamos las derivadas Damos el valor

f(x) =In(x+ 1)

f(0)=1
o
_1 =
fll(x) = xt D2 fil(0) = 2
fHI(X) — m fIV(O) = —6
_ Vi —
fV (x) = m fV(0) = 24
oo - 24
RN E

5 .
LX)
Por tanto el polinomio buscado serd P = Z(—l)“1 —

=1

_02 _03 _04- _05
£0) + f1(0)(x — 0) + f"(0)¥ + f'“(O)% + fIV(@% +£Y(0) % >
14 x2+2-x3+2-3-x4+2-3-4-x5 1+ x2+x3 x4+x5_)
- — - _t = —— 4 —
x 1-2 1-2-3 1-2-3-4 1:-2-3-4-5 X 2 3 4 5

o 02> (0,2)* (0,2)* (02> _887
||[Aproximaciéon - x = 0,2 > 1 + (0,2) — + 3 T2 + z = 720

5. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de (1 + x)®enx, = 0 y buscar una
aproximacion para el valor x = 0,2.

Calculamos las derivadas Damos el valor

f(x) = (1 +x)°

f(0) =1
fi(x) = 6(1 + x)° f1(0) =6
f1(x) = 30(1 + x)* f11(0) = 30
fll(x) = 120(1 + x)3 f11(0) = 120
fV(x) = 360(1 + x)? fIV(0) = 360
fV(x) = 720(1 + x) fV(0) = 720
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6

Por tanto el polinomio buscado sera Z (?) x)
j=0

f(0) + f'(0)(x — 0) + f"(O)% £11(0) (x 0)3 +£V(0) (x— 0)4 LR (0) (x— 0)5 .

2:2-2-3-5x% 2-2-2-3-3-5x*

2:2:2-2-3-3-5x°

Lhexs 23X
5
X 1:-2 1-2-3 1-2:3-4 1-2-2-4-5
- 1+ 6x + 15x? + 20x3 + 15x* + 6x°||Aproximacién - x = 0,2
373

1+6(02) +15(0,2)” +20(0,2)* + 15(0.2)* + 6(02)° = =

6. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de i enXy =0 y buscar una

aproximacion para el valor x = 0,2.

Calculamos las derivadas Damos el valor

f(X) = —1 ix f(X) =1
fl(x) : =1
X)) =7
(1 _ZX)Z fll(x) = 2
f[I(X) = m fIII(X) =6
6
f[II(X) = m fIV(X) =24
__ £V(x) = 120
fIV(X) — (1 — X)S X
120
fV(X) = m
5

Por tanto el polinomio buscado sera Z x)
j=0

x — 0)2 0)3 0)* x—05

£(0) + £1(0) (x — 0)4—f"(0)£;—3ﬁ—2— f”I(O)E—————Z— fIV(O)E————Ql- fV(O)( )

1+ +2x2+2-3x3+2~3-4x 2-3-4-5x° Lyt x? 433 4 x4 x5

- - -
XT12"1.2.3"1.2.3.471.2.3-4-5 I

3906

[[Aproximacion - x = 0,2 - 1 + (0,2) + (0,2)2 + (0,2)® + (0,2)* + (0,2)° = 3135

7.5. Teorema del resto de Lagrange

Sea I un intervalo, sea f: I - R y sean x, X, € I dos puntos distintos. Llamaremos I; al intervalo
cerrado comprendido entre X y X, ([X,Xo] six < X006 [Xq, X]six > x;) e I, al correspondiente

intervalo abierto. Supongamos que f € ("(I;) y que 3 f™*Ven, = 3 8(x) € I, tal que
Xo)n+1

Rnx, (¥) = fOD(B(x ))W
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7.5.1. Ejemplos

La forma de Lagrange del resto podemos utilizarla para acotar el error cometido en la
aproximacion que haciamos en los ejemplos de Taylor.

1. Segin el 1* ejemplo de 7.4.1. aproximabamos el valor de %2 utilizando el polinomio
de Taylor de grado 5 de f(x) = e*enxy = 0.

Segun el teorema tendremos que 3 0(x) € (0,x) En particular
f(X) l:,5,0 (X) RS,O (X) e0,2 — f(O 2) P5 0(0 2) —
£(6) X0 _ (o) X 375
6!

Acotando tenemos

0, 458

375

e

6 6
_ |atoozy (02%)| L 02 1
6! /| = 6 ~ 1875000

. 458
Por tanto el error que se comete al aproximar e%? por — es e <
375 1875000

2. Segun el 2" ejemplo de 7.4.1. aproximabamos el valor de sin 0,2 utilizando el polinomio
de Taylor de grado 5 de f(x) = sinx enxy = 0.

Segun el teorema tendremos que 3 0(x) € (0,x)

x® x®
f(x) — P5,o(x) = Rgo(x) = f(B)(G(X))a = sin(e(x)) o

En particular

6
sin(0,2) — 11 = (0,2) — Ps 0(0,2) = sin(6(x)) <0’62' >

750
Acotando tenemos
0,26 0,26 1
= [sin(6(0,2)) < ) < =

151
sin(0,2) — —| =

750 = 6! 1875000

151
Por tanto el error que se comete al aproximar sin 0,2 por —es e <
750 1875000

3. Segun el 3% ejemplo de 7.4.1. aproximabamos el valor de cos0,2 utilizando el
polinomio de Taylor de grado 5 de f(x) = cosx enxy = 0.

Segun el teorema tendremos que 3 6(x) € (0,x)
x6 x®
f(x) = P5o(x) = Rgo(x) = f(é)(e(x)) i COS(G(X))E

En particular

49 0,2°
cos(0,2) — =0 f(0,2) — P54(0,2) = cos(8(x)) <T>

Acotando tenemos
0,26
cos(e(O 2)) ( >

. 49 1
Por tanto el error que se comete al aproximar cos 0,2 por—-ese < 1575000

02° 1
6! 1875000

cos(0,2) — —| =
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4. Segun el 4° ejemplo de 7.4.1. aproximabamos el valor de In 1,2 utilizando el polinomio
de Taylor de grado 5 de f(x) = In(1 + x) enx, = 0.

Segun el teorema tendremos que 3 6(x) € (0,x)

x0 x0
f(x) — P5o(x) = Rgo(x) = f(é)(e(x))g = ln(l + G(X)) ‘

En particular

887 0,26
In(1,2) — o0 = f(0,2) — P5,,(0,2) = In(1 + 0(0,2)) ( c )

Acotando tenemos

887
In(1,2) ——| =

750

0,26 0,26 1
1n(1+6(0,2))( c ) <~ =33750

. 887
Por tanto el error que se comete al aproximar cos 0,2 por——-ese < 53750

5. Segun el 5° ejemplo de 7.4.1. aproximabamos el valor de (1,2) utilizando el polinomio
de Taylor de grado 5 de f(x) = (1 +x)®enx, = 0.

Segun el teorema tendremos que 3 6(x) € (0,x)

£(x) — Ps,o(%) = Rs,0(x) = £©(8(x))x6 = (1 + 8(x))" x
En particular

(1,2)6 — % = £(0,2) — P5(0,2) = (1 +6(0,2))°(0,25)

Acotando tenemos

373 6 1
6 _ 2" _ 6y| < 6y — __ —
(12)° = 02| = |(1 +0(02))°(0.2)] < (0.2°) = =

. 373
Por tanto el error que se comete al aproximar (1,2)° por—— ese < Toess

6. Segun el 6° ejemplo de 7.4.1. aproximabamos el valor de 0—18 utilizando el polinomio de

Taylor de grado 5 de f(x) = i enxy = 0.

Seglin el teorema tendremos que 3 8(x) € (0,x) En particular
1 3906
f(X) - PS,O(X) = R5,0 (X) = 1— 0,2 - m = f(O,Z) - PS,O(OIZ) =
1
= 19(609)° = ({5 - (=o5m)

Acotando tenemos

1 3906 1 1
- = 0,2%)| <(0,2%) = ——
|0,8 3125 |(1 - 6(0,2)) 0.29] = (027 15625
. 1 3906
Por tanto el error que se comete al aproximar 0s POrs s ese = Tsess

Proposicion
Sea funa funcion n veces derivable en Xy = P,y es el tnico polinomio de grado menor o igual

que n que verifica las n + 1 propiedades.
f(xo) = Pn,xo(xo):fl(xo) = P]n,xo(xo):"';f(n)(xo) = P(n)n,xo(xo)
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Definicion
Sean f'y g dos funciones definidas en un entorno de X,. Se dice que f = 0(g)en x,, es decir, fes
una 0 grande de g en X, si 3 u, un entorno y una constante M > 0 tal que
[f)| < M|g(x)| Vx E u
Su principal funcién se encuentra en su uso con monomios del tipo (x — x¢)™

Proposicion
Sean f y g funciones definidas en un entorno de x,. Se verifican las siguientes propiedades,
todas ellos en el punto x,.

- f=0((x—x)") »f= 0((X — Xo)k) vk <n

- f=0((x—x)"yg=0((x—x)") #f=g

- Sins=m,f=0((x—x)"yg=0((x—x%)")=>f+g=0((x—x0)")
- f=0(x—%x)") =2A-f=0((x—%x)"),VAER, A#0

- f=0(x—%)"yg=0((x—x0)™) = f-g=0((x—x)""™)

- f=0((x—x%0)") = x—x0)Xf = 0((x —x0)"*¥)Vk €N

- Sin>k>0,f=0((x—x%x)") = f/(x—x¢)K= 0((X — xo)n‘k)

La forma de recordar las propiedades anteriores es considerar que si f = 0((x —x,)") = f se
comporta como un polinomio escrito en potencias de (x — Xy) cuyo término de menor grado es
de la forma A(x — xo)".

Proposicion
Sea f una funcién de clase C"*1 en un entorno de x, = Py x, (%) es el unico polinomio de grado
menor o igual que n se verifica.
f(x) — Py, (®) = 0(B(x — x0)™**) en %,
Muchas de las técnicas para el calculo de polinomios de Taylor se basan en el resultado anterior.
Segun este resultado si encontrasemos un polinomio P < n que verifique que:
f(x) = P(x) + 0((x — x)™*1) = P es el polinomio de Taylor de f de grado n en x,

7.6. Calculo del polinomio de Tavlor

Sean P(x)y Q(x) los polinomios de Taylor de grado n en x, de fy g. Sean L, p € R = el
polinomio de Taylor de grado n en X de Af + pg es AP(x) + uQ(x)

Proposicion
Sea P(x) el polinomio de Taylor de grado n en X, de fy g. Sean A, u € R = el polinomio de
Taylor de grado n en x, de f'g es el resultado de eliminar del producto P(x) - Q(x) los términos

de la forma Cy (x — o)X con k > n.

Proposicion

Sea P(g)el polinomio de Taylor de grado n en X, = 0 de f(y + x,) = P(x — X;) es el polinomio
de Taylor de grado n en xyde f(x).

Esta proposicion nos sirve para poder utilizar los desarrollos de la tabla para un x5 # 0 ya que
estos estan para Xy = 0. Hacemos el cambio por y, = 0 y deshacemos el cambio (ver ejemplos
a partir de 3 en 7.6.1 Ejemplos)
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Proposicion
Si P(x) es el polinomio de Taylor de grado n en x, = 0de f = P(axk) es el polinomio de
Taylor de grado nk en x, = 0 de f(axk).

Proposicion
Si P(x) es el polinomio de Taylor de grado n en x, de f = el polinomio de Taylor de grado

X X
n+1lenx,de f f)dt es Pyiq ., (x) = ] fQ)dt
Xo Xo
7.6.1. Ejemplos

1. Calcula el polinomio de Taylor de grado 4 en x, = 0 de la funcién f(x) = 2 sinx —
3

1-x

., 1
Sabemos que la expresion del seno es yde —es
—-X
X3
BT

1+x+x2+x3+x*

Por tanto el polinomio de f sera:
x3 x3
P o(x) = 2<x—§> —31+x+x>+x3+x*) - ZX—?—3—3X—3X2 —3x3 -3x* >

10x3

- —3—-x—-3x%— —3x*

2. Calcule el polinomio de Taylor de grado 3 en x, = 0 de la funcién f(x) = S:;C
Sabemos que la expresion del seno es y de 2 oes
X3 1-x
T3

1+x+x%2+x3

Por tanto el polinomio de f sera:

3 x3 5 , 5% 5x* x® x°
P3‘0(X) = X—a '(1+X+X + X ) =X+X +?+?—E—E
Eliminando los términos de grado mayor que 3, obtenemos el polinomio de f:
5x3
p3’0(X) =x+x%+ T

3. Calcule el polinomio de Taylor de grado 5 en x, = 0 de la funcién g(x) = x? sinx

Sabemos que la expresion del seno es Por tanto el polinomio de f seré:
x3 x° b o, X x>\ mue [ x> X
X—§+§ 3'0(X)—X X_§+§ — X —§+§

Eliminando el término de grado mayor a 5, obtenemos el polinomio de f:
5
X
x3 — 37 - Si tomamos Q(x) - g(x) = Q(x) + 0(x®) y por la proposicién anterior Q es el

polinomio de Taylor de grado 5 de g en x5 = 0.
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4. Calcule el polinomio de Taylor de grado3delnxen x, =1

Procedemos al cambio de variable y = x — 1 = y + 1 = x Asi, hemos de calcular el polinomio
de Taylor de grado 3 de In(1 +y) eny, =0
Sabemos que la expresion de In(1 +y) es
y2 ¥
1+ y— 7 + ?

Deshaciendo el cambio, obtenemos el polinomio de Taylor de grado 3 delnx enx, = 1
x-1? x-1°

Px)=(x—-1)— > 3

5. Calcule el polinomio de Taylor de grado 4 en x, = 2 de la funcién f(x) = xe*

Procedemos al cambio de variable y =x —2 = y + 2 = x Asi calculamos el polinomio de
Taylor de grado 4 en y, = 0 de g(v) = (y + 2)e¥*? - e2(y + 2)e”

Sabemos que la expresion de e” es

2 3 4

y |y .y
1+ y + E + ? + E
Por tanto el polinomio de f sera:
2 3 4 3 4 5
AR A 5y Ly y
Po(y) =e*(y+2) (1 +Y+7+€+ﬁ> - 2% + 3ye® + 2y?e? +Te2 +Te2 +ﬁe2
Eliminando el término de grado mayor que 4 obtenemos el polinomio de g
5y3 1y* |

2e% + 3ye? + 2y%e? + ?ez e
Deshaciendo el cambio

—2)3 Y
5(x - 2) o 4 1()(4 2) o
8. Estudio de funciones

Pyo(y) = 2e* +3(x — 2)e* + 2(x — 2)%e* +

1. Dominio
Son los posibles valores que puede tomar la variable x

—  Funciones polinémicas: Dom f = R

—  Funciones racionales: Dom f = R — {valores que anulan el denominador}
—  Funciones irracionales: Dom f = {valores que hacen el radicando > 0}

—  Funciones logaritmicas: Dom f = {valores que lo hacen > 0}

—  Funciones exponenciales: Dom f = dominio del exponente

2. Puntos de corte

— Corte0x—>y=0;x7?
— CorteQy »x=0;y?

3. Regiones
Consiste en estudiar el signo de la funcion. Para ello, colocamos el dominio y los puntos de

corte con el eje X, si los hay, en los intervalos en los que el signo es positivo, el dibujo queda
por encima del eje x, y si es negativo, por debajo.

4. Simetria

—  Par - f(x) = f(—x)
—  Impar - f(—x) = —f(x)
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5. Asintotas

— A.vertical lim,_,f(x) = Fo = x =aesAV
— A horizontal lim,_, 7., f(x) =k = y = kes AH

fx) y n = limy_, 7, (f(x) — mx) cuando hay asintota

— A.oblicuay = mx + n donde m = limy_, 7, -

horizontal, ya no hay oblicua

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos
Consiste en estudiar el signo de f’. Para ello, la calculamos, igualamos a cero y resolvemos. Los

continuacion colocamos el dominio y los puntos criticos. En los intervalos en los que el signo de
f' sea +, la funcion sera creciente, y cuando sea -, decreciente.
Para clasificar los puntos criticos tenemos dos opciones:

—  Criterio de la 1° derivada: En aquellos puntos criticos en los que f' pasa de creciente a
decreciente hay un maximo relativo, y en los que pasa de decreciente a creciente, un
minimo relativo.

—  Criterio de la 2° derivada: Si al sustituir un punto critico de f’’ da una valor negativo, el
punto serd un maximo; y cuando da positivo, un minimo.

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

Consiste en estudiar el signo de f”'. Para ello, la calculamos igualando a cero y resolvemos, Los
valores obtenidos son candidatos a puntos de inflexion. A continuacion los colocamos juntos
con el dominio. En los intervalos en los que el signo de f" sea +, la funcion sera concava hacia
arriba, y cuando sea -, concava hacia abajo.

En aquellos puntos del dominio en el que haya cambios de concava a convexa o viceversa,

tendremos un punto de inflexion.
*Los valores de las derivadas de la funcion se sustituyen en sus respectivas derivadas.

8.1. Ejemplos
3
8.1.1. Estudia la funciény = ——

1. Dominio 2. Puntos de corte
x2—-1=0-x=+V1= Corter—>x=0$y=ofi1—>y=0
+1 -~ Domf=R-{1,-1} x3

CorteOy—>y=0—>0=X2_1—>x=0
3. Regiones
0
- -1 1 +
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4. Simetria

Par f(x) = f(—x) — -

* — A simetria par
x2-1 x2-1 A p
3 3
—X —X
Impar f(—x) = —f(x) — * — A simetria impar
par f(—x) = ~f(x) > S # -3 p
5. Asintotas e AO
y=mx+n-y=x
e AH 3
o f(®) X 1
5 = m= lim —=— -»>—-=1
- llmX + —X = E - x3 = X—->+0o X X° —X 1
-t 5 . T 2 4 T
x*—1 © 1 = — -
5 n Xh%nm(f(x) mx)
1 . 3 3_¢3
=== 00 = A A.horizontal R I S S 2. NN
0 x2-1 x2-1 0
e AV
lim LS co
X-1 x2—1 - _ =
lim ESE 00
_ + ==
X=1"y2 1 7 4
1. X3 -
- limy,_-——=—=—00
Xo-1"32 4 7 4
li x3 -
—_ 1m 4 — =—=00
X->-1 x2—1 _

6. Crecimiento y decrecimiento

—  Primera derivada:

Bx)(x*-1) - (x3)(2x) 3x*—3x% —2x*

=0-x*(x*-3)=0-

oo = Z-1)2 BCEE
2o, V3
x=0;x 3 3
(-0,—V3) | V3| (-V3,-1) | -1 (-1,0) 1 (1L,V3) | V3 | (V3
r + 0 - A - A - 0 +
f i) max. l A l A l min. T

— Segunda derivada:

(4x3 — 6x)(x% — 1) — x2(x? — 3)2(2%) . x((4x% — 6)(x? — 1) — x(x? — 3)2(2x)) .

f"(x) = X2 —1)* o217
->x(2x24+6)=0-x=0
(=%, —1) -1 (=1,0) 0 0,1) 1 (1, )
f - A + 0 - A +
f N A U Pto. inflex n A U
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7. Grafica

2_
8.1.2. Estudia la funcion y = =27
1. Dominio 2. Puntos de corte
— _— 2_ ;
Xx—2=0-x=2 Cort60x—>X=0=>Y=%;y=—lz;

~Domf=R-{2} 5
Corte )y >y =0 = 0=x*—5x+7 = A;xnocorta

3. Regiones
- 0 2 N
4. Simetria
Par — f(x) # f(—x) A simetria par
Impar — f(—x) # —f(x) # simetria impar
5. Asintotas
e AH
2o5xt7 o Indeterminacién %_5_;( lz 1
- limg oo ——=— 2 lim,_, o, 2%5* = - = o0 = A A horizontal
T x—2 o) = 0
e AV
~ im x%2—5%x+7 + —
X-2 X—2 - _
x2-5x+7 +
- llmx_)2+ 5 - : - +OO
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e AO
- y=mx+n-o>y=x-—3
) x%—5%+7 2 cxs7 x? 5%, 7 L

; X X—2 X7 oox+ ® _ x2 x2'x2

— = T _— e d —_ — — = - =
m = limy7o b'e = X x2-2x 00 = x2_2x 1 1
x2 x2

. x?—5x+7 -3x+7 o -3
— n=lim_z,{((x) —mx) > - =—=_"=-3

x-Foo (F(X) ) — — T a7

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos

e Primera derivada:

f'(x) =

(2x=5)(x—2) — (x* =5x+7)(1) x*—4x+3 _

X2 —4x+4 (x—2)2 -
4442 -4(-3) 4+23
- 2 - #
(=, 1) 1 (1,2) 2 (2,3) 3 (3,)
f + - A - 0 +
f T max. l A l min. T
e Segunda derivada:
2x—4)(x—2)2 - (x> —4x+3)-2(x—2 2
f,,(X):(x J(x—2)" - (x x+3)-2(x )=y'=——>2=0
((x —2)?)? (x—2)3
(=,2) 2 (2,)
f’ - A +
f n A 9]
7. Grafica
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8.1.3. Estudia la funcion y = sz
4—x
1. Dominio 2. Puntos de corte
4‘_x2=0—)x2=4‘_> Corteox—)yz 20 —)y:O
- x=42~Domf(x) =R—-{-22} e
- ' CorteOy—>O=4i’;2—>x=0
3. Regiones
-2 0
_ -2
+
4. Simetria
Par  f(x) = f(—x) - o # —ox -, 3 simetri
- = f(—x) - -
ar X be Rl simetria par
I f(—x) = ~f(x) > e # — 2%, 3 simetria
- f(—x) = — - -
mpar X X g Ry simetria impar
5. Asintotas
e AH o AV
2 2 0 lim 2 %o
: X 2 — et —— = — =
— llmx—)ioo m = ix % = I =0 . x 2 4;}):2 :ZZ
x% x hmx_>_2_ s =—= —00

No tiene asintotas oblicuas porque tiene asintotas
horizontales

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos

e Primera derivada:

2)(4 —x%) — (2x)(—=2x) 8 —2x? + 4x? 2x%>+8
f'(x) = =

(4 —x2)2 4-x22  (-x22
— 7An® € R que anule el numerador - no hay max ni min
(=0, —2) —2 (=2,2) 2 (2, )
f + s + ] +
f T A T i T
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e Segunda derivada:
. 2x>+8 . (4x)(4 — x?)? — (2x2 + 8)(2)(4 — x?)(—2x)
') =——F5 > ") = ~a =
(4 —x2?) (4 —x2?)
_ —4x% +16x + 8x® + 32x

5 4x34+48x=0->x=0

(4 —x?)3
(=%,-2) —2 (=2,0) 0 (0,2) 2 (2,0)
£ + 2 - 0 + 2 }
f U a N Pto. inflex U | n
TR
|
(I
- -
5 |
I |
| 4
| |
TTTI oo 4 A
| |'I
|
|
2_
8.1.4. Estudia la funcion y = szﬂ
x2+1
1. Dominio
x> +1=0-x?=—1- An° € R que anule el denominador .. Dom f(x) = R
2. Puntos de corte
0 0 2:02—-6-0+4 4
—_ = - = b d =
o y 02 + 1 y
0 0 0 2X2—6X+4ec29grado6i2 2
- = g = =
y=y X2 + 1 4 1
3. Regiones
1
- 2 +
4. Simetria
Jorge Cerezo Martinez
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P €00 = F(—) 2x2 —6x+4 2x2+6x+4 Asimetri
d = — - -
ar X X 211 211 simetria par
[ f(—x) fx) 2x2+6x+4 —2x>+6x—4 4 simetr{a i
- f(—x) = — - -
mpar X X 211 — simetria impar
5. Asintotas
e AV e AH
2 2x?_6x, 4
No tiene asintotas verticales lim, 4 o0 2 ;6" LN R A
- x%+1 x_z_l_iz
No tiene asintotas oblicuas
6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos
e Primera derivada:
£ (4x—6)x*+1)—(2x2—6x+4)(2x) 6Xx*2—4x—6
= =0-
X (2 +1)? &2+ 1)
1++10
ec.2?grado 2 + V40 3
-3x2-2x-3=0 -
6 1-+10
3
1—-+10 1—+/10 1-+10 1++10 1++10 1++10
— 00 (00]
"3 3 3 7 3 3 3 7
f + 0 - 0 +
f T max. l min. T

e Segunda derivada:

) =

(12x — 4)(x? + 1) — (6x?% — 4x — 6)2(x? + 1)(2x) .

(x2 + 1)

—12x3 +12x%2 4+ 32x — 4

-

2+ 1)

Tiene una resolucion compleja pero he encontrado un intervalo en que se encuentra el punto
de inflexion, al que lo denominaré tal que asi: I = (0,15~0,2)

(=oo,1) [ (I, 00)
f - 0 +
f N Pto. inflex U
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s
. ., 2x
8.1.5. Estudia la funcion y = T2
1. Dominio 2. Puntos de corte
1-x*=0-x=%1- Corte0x >x=0->y="—5-y=0
- Domf(x) = R{—1,1} 2x
Corte Oy »y = 0—>0=1_X2 ->x=0
3. Regiones
-1 1
- 0
+
4. Simetria
—2x . i
Par — f(x) = f(—x) — * T A simetria par
impar — f(~x) = ~f(x) + % 3 simetriai
- f(—x) = — -
impar X X) > T3 F Ty 5z 8 simetrfaimpar
5. Asintotas
e AV e AH
li CE T 2 = 0
- My, T T 1imx_>+w_x2 o 2 L R
. 2x -0 - 1-x A _xs -1
— llmx_,_l— — =——=® x2 x2
1-x —o0 No hay oblicua
1. 2x _ co _
_ lmx_)_1+m—3——00
1. 2x _ o] _
= iy mE ==
Jorge Cerezo Martinez
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6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos

—  Primera derivada:

2)(1 —x%) — (2x)(—2x) N 2 + 2x2

f'(x) = 1 —x2)? =22 — #An® € que lo anule
f + 7 + +
T i T T

— Segunda derivada:

f" ()

_ (401 = x?)? = (2x* +2)2(1 — x*)(—2x)

4x(x? + 3)

1—x2)* T Ta-x23
—»4x(x?2+3)=0->x=0
(—o0,—1) | -1 (-1,0) 0 0,1 1 (1,0)
£’ - A + 0 - A +
f N a U Pto. inflex N a U
8.1.6. Estudia la funcion f(x) = X;l

1. Dominio 2. Puntos de corte
2X3 :0—>X:0—>D0mf(X) :R—{O} CorteOX—>X=0—>y=04+1—>y=0
2-03

Corte)y > y=0-0=x*+1->14x
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3. Regiones
0
} +
4. Simetria
€0 = F(—) x*+1 x*+1 A si )
ar - f(x) = f(—x) —» * simetria par
p 2x3 —2x3 p
_ f(x) 0 x*+1 —X4—1£_ (i
impar - f(—x) = —f(x) » = simetria impar
P —2x3 —2x3 p
5. Asintotas
e AV e AO
x*+1 4o 1
— 1 = — — = —_ - = =
lim,._, o+ v el y=mx—n-y=-x
. x*+1  +oo T fO) | x*+1
- lim,_,o- o Te — 00 m= llmx—>ioo X 2x4
x* 1
L] AH x—4+x—4 1
ﬁ —
x* 1 2x% 2
x*+1  @ta 1 g
llmx_,ioo 2—3 Y 6 = 0 .
% - n= hmx—>i(f(x) - mx) -
x*+1 x x*4+1-x*
SN
2x% 2 2x3

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos

e Primer derivada:

!

@)X - P+ 1)(6x%) (D)) - x*+1)(3)  4x® —3x% -3
B (2x3)2 - 2x6 - 2x4

-

x* -3

s =0-x —3=0-x=1V3

=

(—»,-V3) | -V3 | (=V3,0) 0 (0,V3) V3 | (V3,»)
f’ + 0 - _ 4

ISR RSY

f T max. l l min. )

e Segunda derivada:

n

_x"+3 (4x®)(2x") - (x* +3)(8x%) . (4x3)(x) — x*+3)4) . 4x* —4x* + 3 4

2t (2x4)2 2x5 2x5

(_ o, O) 0 (Or 00)
f - a +
f n i U
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7. Grafica

2_
8.1.7. Ejercicio. Estudia la funcion f(x) = 3

5
1. Dominio 2. Puntos de corte
02—
Corte0x—>x=0—>y=20 SN
5 =0 - An° € R que anule _3 5
al denominador -~ Dom f(x) = R Sy= <
2_
CorteOy—>y=0—>0=2X5 o4 %
3. Regiones
3 3
-3 +5
j +
4. Simetria
2x? -3 2x*-3 ) )
Par - f(x) = f(—x) » - — tiene simetria par
5. Asintotas
e AV e AO
. ) - y=mx-+n
No tiene asintotas verticales . (%) 2%2-3
— m:hmx_)iooT—) ox =
e AH
. 2x2-3 = oo no tiene asintota oblicua
- hmx—&ooT =00 >

no tiene asintota horizontal
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6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos
—  Primera derivada:

_ 96 - @x* -3)(0) _ 4

! 2 == 0-x=0
(—OO' O) 0 (0, OO)
f’ - 0 +
f l min. i)

— Segunda derivada:

"no__ 4x "o_ (4)(5) - (4’X)(0)
-y = 5 N

y' =% z 20 = 0 — A punto de inflexion
(—OO, OO)

f +

f U

7. Grafica

¥
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9. Célculo integral de funciones de una variable
9.1 La integral de Riemann

La idea de integral de una funcion es la idea del area bajo una curva

Definiciéon
Llamaremos particion de un intervalo [a,b] a cualquier conjunto ordenado de puntos
{Xo,X1, -, Xn} que verifique a = Xy < x; <+ < X, = b.

Definicion
Sea f: [a,b] — R acotada en [a,b] y sea P = {x;, X4, ..., X, } una particion de [a, b].

— Llamaremos suma inferior de f correspondiente a P a:

n
s(f,p) = Z m;(x; — Xj—1) donde m; = inf{f(x)/x € [x; — xj_11}
i=1
— Llamaremos suma superior de f correspondiente a P a:

S(f,p) = z m;(x; — Xj_1) donde m; = sup{f(x)/x € [x; — xj_1]}

i=1

s(f,p) <S(f p)
Definicion
Sea f:[a,b] - R acotada en [a,b]. Diremos que f es integrable en el sentido de Riemann en
[a,b] si su integral inferior coincide con su integral superior. En el caso en el que sea f
integrable, llamaremos integral de f en [a, b] al valor de dichas integrales (superior e inferior) y
las denotaremos por fab fo fab f(x) dx. Al punto a se le llama limite inferior de integracion y al

punto b limite superior de integracion.

Proposicion
Sea f:[a,b] —» R acotada en [a, b] si f es continua en [a, b] salvo en un nimero finito de puntos
= fes integrable en [a, b]. La mayoria de las funciones acotadas que se utilizan son integrables.

9.2. Propiedades de una integral

Proposicion
Seak € R = [ kdx =k(b — a).

Proposicion
Sean f y g funciones integrables en [a,b] =: Af+ pg es integrable en [a,b] VA, p € R

yfab(?\f(x)) + (pg(x))dx = ?\fab f(x)dx + ufab g(x) dx.
9.2.1. Ejemplos
21 1,2 2
1. fl EXZ + 3x3dx = Efl x% dx + 3[1 x3

07 6 . 7 (0 06 .
2. [ gcosx—Zsinxdx = [ cosxdx— [ ~sinxdx
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Proposicion

Sea f integrable en [a, b] si f(x) = g(x) para cualquier x de [a, b] salvo para un nimero finito de

puntos = g es integrable en [a,b] y fab f(x)dx = fab g(x)dx.

Proposicion
Sean f y g integrables en [a,b] si f(x) < g(x) para cualquier x de [a,b] = fab f(x)dx <
fab g(x)dx. Es suficiente con que la desigualdad se verifique salvo en un namero finito de puntos

en el intervalo.

Proposicion
Si f es integrable en [a,b] = |f| es integrable en [a,b] y ademés|fab f(x)dx| < fablf(x)ldx.

Definicién

Se define integral entre a y a de la funcion f como: faa f(x)dx =0

Definicién

Se define integral entre b y a de la funcién f para b > a como fab f(x)dx = — fba f(x)dx

9.3. Teorema del valor medio para integrales

Si f es continua en el intervalo [a, b] = 3 en un punto € en [a, b] tal que f(g) = ﬁ fab f(x) dx.
Teorema

Si f es integrable en [a,b] = la funcion definida en [a, b] por F(x) = fax f(t) dt es continua en
[a,b].

9.4. Teorema fundamental del calculo

Sea f integrable en [a,b] y sea F(x) = fax f(t) dt, si f es continua en el punto X, € [a,b] = F es
derivable en x4 y F'(xq) = f(xq).

Corolario

d (* d (P
Sifesen[a,b] = &f f(t)dt = f(x),&f f(t)dt = —f(x). Ademas, si g y h son funciones
a X

Derivables tales que g(x) € [a,b] y h(x) € [a,b] = d he)

ool I f(t)dt = f(h(x))h’(x) — f(g(x))g’(x).
Definiciéon

Sean f'y G dos funciones definidas en un intervalo I. Diremos que G es una primitiva de f en I si
se verifica que: G'(x) = f(x)Vx € L.

La primitiva de la funcién f, también denominada integral indefinida de f, se suele denotar
Como: [ f(x)dx. Si G es una primitiva de f = cualquier primitiva de f serd de la forma:
[f(x)dx = G(x) + Ccon C€ R.
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9.4.1. Regla de Barrow

Sea fintegrable en [a, b] y sea G una primitiva de fen [a,b] = fab f(x)dx = G(x)|2 = G(b) — G(a)
9.4.1.1. Ejemplos

1. fol e*dx 4. f: 3x? + 2x dx

1 4
f eXdx = [eX]} » el — e = f 3x2 4+ 2xdx =[x + x2]3 -

0 2
=el —1=171u? - (43 +4%) — (23 + 2%) = 68u?

2m 10 6
2. [ sinxdx 5. fE —dx

am . 21t 10 6 10 2
f sinxdx = [cos X7 > f — dx - 3f Z dx = [3In2x]° -
b % 2xX % 2x 2

21— = 202
T CosamT oS = Al -3In20 —3In1 = 9u?

3. fol cos x dx

1
f cosxdx = [sinx]} - sin1 — sin 0 = 0,2u?
0

9.4.2. Integracion por partes

Siuy v son dos funciones de clase C; en el intervalo [a,b] = se verifica fab ux)v'x)dx =

=u(x)v(x)|2 - fab u’ (x)v(x)dx de modo abreviado fab udv = uv|? — fab vdu.

9.4.3. Cambio de variable

Sea una funcién derivable en [a,b] tal que u’ es integrable en [a,b]. Sea f una funcién

continua en el intervalo u([a, b]) = f;((;;) f(x)dx = fab f(u(t)) u’(t)dt.

10. Métodos de integracion
10.1. Integraciéon por descomposicion

f()\f(x) +ug(x) + - +)dx = AJ— f(x) dx + uf gx)dx + -+ f .dx

*Es aplicado sobre todo a funciones trigonométricas

10.1.1. Ejemplos

2
1. [3x%+5xdx = [3x%dx [ 5xdx = x> +5%+C
2. f[sinx+3tanxdx = [sinxdx+ 3 [ tanxdx = — cosx — In|cos x| + C
3 2
3. % Z(X 4dx=3fxdx—7fdx—4fxi2dx=X2_7X+§+C

2
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10.2. Integracién por partes

fu(x)v’(x) dx = u(x)v(x) — f u' x)v(x)dx 6 abreviadof udv = uv — fvdu

La integracion por partes se suele aplicar a integrales de la forma [ x™f(x) dx. En general se
toma u = x" y dv = f(x)dx, salvo en el caso en el que la derivada de f sea una funcion racional
o similar, tales como In x, arctg x 6 arcsen x. Para estos casos se toma u = f(x) y dv = x"dx
siguiendo la estructura nemotécnica de ALPES, funciones del tipo arco, logaritmo, polindmica,
exponencial y seno, coseno y tangente, siempre que hubiera que hacer una relacién con varias
funciones y hubiera de elegirse una o combinacion de éstas.

10.2.1. Ejemplos

1. [xe*dx - {dvu==e§dx d‘?:e(ix} =xe¥ — [e¥dx = xe* —eX + (= eX(x— 1) + C

= x2 du = 2xd u = 2x du = 2 dx
2 fXZex dx = {d\l/lz e)i‘dx uV = é(x X} =xe" - f 2xetdx = {dv = e*dx v =e¥ } -
- x%eX — (2xe* — [ 2e¥dx) = x%eX — 2xe* + 2e¥ + (=e¥(x2 + (1 —x)) + C

u = 2x du =2dx
3 IZXCOSX—){dV=cosde v = sinx

= 2(xsinx + cosx) + C

u=Inx du=1idx
4, [xInx - Y2
dv = xdx V=

}= 2xsinx — [ 2sinxdx = 2xsinx + 2cosx + C =

x? x? 1 x? x? x? 1
}=71nx—f?-;dx=7lnx—:+C=?(lnx—E)+C=

2

=§(lnx—%)+C

u=Inx du=3idx 4 4 .
5. fx3ll’lxdx—> s ))((4 :X:lnx—fxzidxzxr(lnx—i)-}-c
dv = x°dx v =
4
. u=Inx du=§dx 5 & 1 &
6. [x*Inxdx - BBk X =?lnx—f?';dx=?(lnx+1)+c
4

10.3. Cambio de variable

f FG0 dx = f f(u(®)u’ (Odt]

t=u"1(x)

10.3.1 Ejemplos

cosx t =sinx 1 cambio .
LJ Trsinzx X 7 {dt = cos de} =J oz dt =arctgt+ C—— arctg(sinx) + C

2. [cosxsin®xdx - {dtt:=ciisrlxxdx} = [t3dt = % +C cambi0 sin* x +C
5 gt (Lo T = L = i+ €T iz 714 C
4. [sxter - {dtt:;;dx} =2[efdt=2et + cmPI9s o 4 ¢
S [x(E = x> {dtt==3);dx} =3 ue=1- S+ (TR
— 42 P 4
6. [2x(1+x?)%dx > {dttz—;;dx} — (1 +6)%dt = (14:)4 ic cambio (1_,_:2) i
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10.3.2. Integrales algebraicas irracionales

Pl/
ax+b) q1 (ax+b
cx+d " \ex+d

Y
Se reducen a racionales, sea [ R(x) dx; [ R (X, ( ) qk) dxconP,,...,P,qq,...,qx € Z
1

. . ax+b E
Cambio de variable t = (Cx+d) conm = m. c.m(ql, ...,qk), donde m. c.m(ql, ...,qk) representa

el minimo comun multiplo de qy, ..., qx.

10.3.2.1 Ejemplos

1
x—1 _ (x—1)§
1. f1+3\/mdx = f1+(x_1)%dx

1 1 . , 1
Los exponentes son Y luego tenemos que calcular el minimo comuin multiplo de 2 y 3,

m.c.m(2,3) = 6, por tanto:

1 despejando 6 5
t=(x—-1)6 ————x=t°4+1 - dx = 6t>dt

Sustituyendo
Vi—1 = s
f3—dx=f 6t5dt=6f dt
1+3¥x—1 1+1t? 1+t2

Como el grado de P > Q procedemos a la division, de la que resultaR(x) = 1y C(x) = t® —t* +t2 — 1,
por tanto:

6(f 6 _th 42 1dt+f 1 dt) ot 6t5+6t3 6t + Garctg t? + C S
— — - ———t — — —_—
cobre 1+t2 7 5 3 arce

6 7 6 5 1 7 1
—>7(x— 1)e _E(X_ 1)6 + 2(x — 1)6 — 6(x — 1)6 + 6arctg(x — 1)6 + C

10.3.3. Funciones racionales de seno v coseno
Seaf R(sinx, cos x)dx

1. Cambio general: t = tan (’25), con lo que

— sinx =
1+t2
1-t2
- cosx =
1+t2
2dt
- dx=—
1+t
2. SiR(sinx,—cosx) = —R(sinx,cosx) = el cambio es t = sinx y dt = cosx dx
3. SiR(—sinx,cosx) = —R(sinx,cosx) = el cambio es t = cosx y dt = sinx dx

4. SiR(—sinx,—cosx) = R(sinx,cosx) = el cambioest = tanx

— sinx =

1+t2
CosSX = L
V1+t2
dt
~ dx=—%
1+t

10.3.3.1. Ejemplos

1. [—

1+cosx

Utilizamos el cambio t tan (’2—C) pues la funcion no verifica las condiciones 2,3 y 4 luego:
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1-—1t2
f dx _ Cosx:1+t2 dt jZdt_
1+ cosx 2dt 1—t2 1+t2 1+t)(1-t2) 2
= ) 1+1+t2

fdt—>t+Cﬂ>tan(f)+C
2

7 fcos3x do

8+sin3 x

La funcion es impar en coseno, verifica la condicion 2, luego:

_ 3 3
R(sinx, —cosx) = ( cos3x) -= : = —R(sinx, cos x) Asi:
8+sin 8+sin
cos®x (cos?x) cosX | (1 — sin?x) cos x t=sinx *1—t?
—dx = ——dx = { } - | ——=dt
8 + sin3x " 8+sindx "~ 8+sin®x dt = cosxdx 8 +t3

* Esta integral requiere de un proceso, primero el grado de P > Q, por tanto, procedemos a la
determinacion de raices de Q haciendo Ruffini y obtenemos (t + 2) como raiz € Ry x* — 2x + 4 € C,
luego:

1—t? A N M; xN; A(t? — 2t + 4) + MyxN; (t + 2)
= - -
8+t3 t+2 t2-2t+4 8+1t3
- 1—1t% = At? — 2At + 4A + M;t? + 2M;t + N t + 2N,
1
—1=A+M, A=-7
0=—2A+2M; +N; _ 3
1=4A+2N, [Mi=73
N1=1
Luego
1—t? —% * —%t+1
[eret=]ihat | ahpme

1* Esta integral requiere un proceso de simplificacion, por tanto:

3 8 2 2
f —zt+1 it = 3f2t_§+§_§dt— 3f 2t — 2 dt+1f2* dt
t2—2t+4 8) t2-2t+4 T 8)t2-2t+4 4 t2-2t+4

2* Esta integral requiere de un proceso de simplificacion por tanto:

1f dt ! dt t2 —2t+4=p%t—a)?
- > — = — -
4) t2-2t+4 4) B%(t—a)? B ¢
- t? =2t + 4 = B*t%a? - 2ta
1=1
—2=-2a “:é
4=pB%4a?"" T
Asi
1
1f dt 1f dt \/§f 34
21z xa-1z2 1217 =Dz 12| /t=1\
4)3+(t—-1) 12 1_I_(t 31) 1 1+(t 31)
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Luego
cos? x 1-t° 1 dt 3 2%t —2 V3 -
f i _)f dt=-7 ___f—dt+—det_>
8 + sin3 x 8+t 4)t+2 8)t2—-2t+4 1 1+(t—1>
V3
3 NE) V3 bi
—>——11’1|t+2|——]n|t2_2t+4|+_arctg —(t—l) +Ccam io

12

1 3 3 V3
—>——ln|smx+2|——ln|sm x—251nx+4|+§arctg —(smx—l) +C

10.4. Integracion de funciones racionales

Una funcion racional es una funcion de la forma P(—) donde P y Q son dos polinomios. Para

calcular la primitiva de una funcién racional lo primero que hay que hacer es conseguir que el
grado de P sea menor que el grado de Q.

R(x)

— Siel grado de P > grado de Q = dividimos P(x) = Q(x) + R(x) » Cx)+—= L

donde C es el cociente y R el resto.

Luego fQE;dx—fC( )dfo()

simple y f m dx una funcién racional.

dx con lo que tenemos [ C(x)dx, quedando un polinomio

— El grado de R < grado de Q, para integrarla hemos de distinguir varios casos, segiin
sean las raices de Q(x).

Casos

1. Q(x) tiene raices reales simples

2. Q(x) tiene raices reales multiples

3. Q(x) tiene raices complejas simples
4. Q(x) tiene raices complejas multiples

10.4.1. Caso 1
Q(x) conraices (a;,i € N); Q(x) = Ax—ap) - (x— a3) ... (x — ) asi —=

*Este caso dara como solucion tipos de A, In|x — ay|

(PO _ A, Ap 4 An
Qx) X—0 X—0 + + X—0p

f 5x3+2
x3-5x2+4x

Procedemos a la division pues el grado de P > al grado de Q del que resulta R(x) = 25x% — 20x + 2
y C(x) = 5 por tanto:

de +j25X2_20X+2d
* X3 —5x2 +dx

Procedemos ahora a la resolucion de las raices e igualamos el denominador a 0, tal que x® — 5x2 + 4x —
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x(x2—5x+4)=0—>5iz—\/§:.£11—>(x—1)(x—4)=0asi:
25x* —20x+2 A B C 25x% —20x+2  A(x—1D(x—4) +BX)(x—4) + Cx)(x—1)
x3 — 5x% + 4x _®+(x—1)+(x—4)_) x3 —5x2 +4x x3 — 5x2 + 4x

— 25%% — 20x + 2 = Ax? — 5Ax + 4A + Bx? — 4Bx + Cx? — Cx

1

A=§

25=A+B+C 4

—20=-5A—-4B-C B=?

2=—4A o161

6

Luego

f5d +125X2—20X+2d _1 dx 7]‘ dx +161f dx _
X x3 — 5x2 + 4x X_Z x 3)Jx-1 6 XxX—4

=5 +11|| 71| 1|+1611| 41+ C
= X ZHX 3l’lX 6 n|x

X
2. | ——dx
f x3-5%x2+4x

Como el grado de P < Q procedemos a la determinacion de las raices de Q igualando el

3+V1 .2
- -

denominador a 0, tal que x3 — 5x? + 4x = 0 - 17 (x—2)(x—1) asi:

X A N B X Ax—1)+Bx—-2)
= - = -
x3—-5x2+4x x—2 x—1 x3-—5x2%+4x x3 —5x2+4

—->x=Ax—A+Bx—2B

1=A+B ||A=2
B=-1

0=-A-2B
Luego
f . d—zfdxd fdx—21| 2| —Injx— 1]+ C
x3 — 5x2 + 4x x= X—ZX x—1 nix nx
x—-3
3. f—x3—x2—2XdX

Como el grado de P < Q procedemos a la determinacion de las raices de Q igualando el denominador a 0

talquex3—5x2+4x=0—>x=0—>x2—x—2=0—>%\/§:._21—>(x—2)(x+1)asi:
Xx—3 A B C x—3 AX)E+1D)+BE)E—-2)+Cx—-2)x+1)
= + +—- = -
x3—x2-2x x—-2 x+1 x x3—-x*2-2x x3 —x? — 2x

- x—3=Ax?+ Ax + Bx? —Bx + Cx?> — Cx — 2C

1

Az—g

0=A+B+C 4
1=A-2B-C B=—§
-3 =-2C C_3
)
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Luego
J x—3 dx = 1.[ dx 4.[ dx +3jdx_ 11| 2| 4l|+1|+31||+C
C-xt-2x " 6)x—2 3)x+172)x & 2 X 2 X

10.4.2. Caso 2

Q(x) con raices reales multiples Q(x) = (x — a)", tendremos:
P(x) Ay Arq
e =+ TR conAy,...,Ar_1,A ER

1. [—=dx

(x-2)?

Como el grado de P < Q y no puede simplificarse procedemos a la determinacion de raices:

_f(x—z)2 .f(x—z)2 f

->x=A+B(x—-2)->x=A+Bx—2B

X —
(X—Z)Z_(X—Z)Z X — 2

A=2
O—A ZB||B=1

X dx dx -2
fmdxzz-f(x_z)z'l‘fx_z=X_2+ln|X—2|+C

10.4.3. Caso 3
Q(x) con raices complejas simples Q(x) = (x% + ;X + C;) - (x% + opx + Cy) ... (x% + oyx + Cp),

M;x+N M,x+N Mpx+N
PG _ _Myx+N, XN MoXtNe o M N, .M, N, € R
Q) x2+a;x+C;  X2+apx+Cy X2+ X+Cp

Luego

tendremos:

f x*—2x3+3x%-x+3
x3-2x2+3x

1.

Procedemos a la division pues el grado de P > Q del que resulta R(x) = —x + 3 y C(x) = x por

tanto:
X3 —_ ZXZ + 3X

Procedemos ahora a la resolucion de las raices, igualamos el denominador a 0, tal que:
x3—=2x2+3x=0->x=0-x%—2x+3 =0, desde este ultimo polinomio resulta una raiz
compleja, es decir, x2 — 2x + 3 € C luego:
—x+3 A Mx+N; AE?-2x+3)+M;x?+N;x
x3—2x2+3x:;+xz—2x+3_) x3 — 2x% + 3x -
- —x+ 3 = Ax? — 2Ax + 3A + M;x? + N;x

0=A+M, A=1
—1=-2A+N, (M =-1
3=3A N, =1

Luego

j‘ —x+ 3 J‘dx f —x+1
—2x2+3x x2—2x+3
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!

* Esta integral es casi inmediata y necesita un ajuste pues, gg ((XX))

J‘ —x+1 dx = 1[—2(—x+1)d
2—2x+3 0 2)x2—2x+3%
Quedando

fX4_2X3+3X2_X+3d J‘ dx 4 dx 1]—2(—x+1)d
= —— — — —_
C—2x2+3x )X Y T2 v+ 3

por tanto es del tipo logaritmo.

2

X 1
—>7+ln|x| —Elnlx2 —2x+3|+C

10.4.4. Caso 4 (Método de Hermite)

Q(x) con raices complejas multiples Q(x) = (x? + a;x + Cy)™ ... (x% + ayx + Cpy)™,

Tendremos
Px) M;x + N; N Mpx + Ny, f Mix + Ni Mpx + Np, d
Q) x= &2+ ax+CHnt T x2 4+ apx+ Cp)™?t x2+oyx+C T x4 apx+Cph X
x3+1
1. f m X

Como el grado de P > Q procedemos a la determinacion de raices de Q igualando el
denominador a 0 tal que x? —4x + 5 = 0, pero este polinomio resulta tener una raiz compleja
doble, es decir, x> — 4x + 5 € C luego:

- —4x+5 X

f x3+1 M;x+N; f M,x+ N,
(x% — 4x+5)2 X2 —4x+5

Procedemos a quitar la integral

x3+1 M; (x? — 4x + 5) — (M;x+N;)(2x — 4) sz + N,
= g
(x2 —4x+ 5)? (x2 —4x+ 5)2 —4x+5
. x3+1 M (x? —4x+5)—(M1X+N1)(2x—4)+M2x+N (x? —4x+5)
(x2 —4x+5)%2 (x2 — 4x + 5)?

- x3+1=(Mx? — 4M;x + 5M;) — (2M;x? — 4M;x + 2N;x — 4N;) + (M,x3 — 4M,x% + 5M, + N,x? — 4N,x + 5N,) -
g X3 +1= MzX3 - M1X2 - 4M2X2 + NzXZ - 2N1X + 5M1X - 4N2X + 5M1 + 4N1 + 5N2

3
M, = -
1=mM, " _%
0=—M, —4M, + N, S
0 = —2N, + 5M, — 4N, [[N, = —
1 = 5M; + 4N; + 5N, 121
N2=7
Luego
3 17 11
j ikt S jx_ YT 3x — 17 +1jl* 2x + 11
(x%2 — 4x + 5)2 x= 4x+5 X2 —4x+5 2(x2—4x+5) 2 —4x+5 "

1* Esta integral requiere aun un proceso de simplificacion
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J‘ 2x + 11 q J'2x+11—15+15d f 2x — 4 q +J'2* 15 q
X2 —4x+5 X X2 —4x+5 X X2 —4x+5 X X2 —4x+5 X

2* Esta integral requiere un proceso de simplificacion de caso 3, pues tenemos una raiz
compleja simple que no se puede resolver con el proceso normal; procedemos a la
simplificacion de la arcotagente.
1 15 15 dx
S| 55— dx O B — 2 _4x+5=0%2+x—0a)?
zf —4x+5 2fx2—4x+5_>X * it -~
> x%2—4x+5=p%+a%+x% - 2xa

—4 = -2« ”az 2

5=R2+a?||f=1
Luego
15]‘ dx
2 ) 1+ (x—2)?
x3+1 3x—17 2x—4 15 dx
j dx ¥ i+ [ o
(x2 —4x+ 5)2 2(x2—4x+5) —4x+5 1+ (x—2)2

3x— 17

15
- m-F lanZ — 4x + 5| +7arctg(x— 2) +C

11. Optimizacidén ejemplos

1. Con una cartulina de 8x5 metros se desea construir una caja sin tapa de volumen maximo. Hallar las
dimensiones de dicha caja.

e ———————————————————7 - 1 La ecuacion a optimizar es V(X,y,z) = xyz,
donde x define el ancho de la caja, z el largo e y
el alto. Dichas variables como definen
dimensiones, no pueden ser negativas. Tampoco
nulas porque no habria caja, por tanto

z|8 x>0 y>0 z>0

Fijandonos en el dibujo, es posible deducir dos
ecuaciones de ligadura.

' 2y+x=5 2y+z=28

Despejando x y z:

X=5_2y Z:8—2y

Dos variables han quedado ligadas a una sola, ahora utilizaremos las ecuaciones de ligadura para que la
ecuacion del volumen de tres variables pase a ser de una sola variable:

V() = (56— 2y)y(8 — 2y) = 40y — 26y + 4y°
Ahora procedemos a calcular sus maximos y minimos con derivadas:

V(y) = 40 — 26y + 4y?

Jorge Cerezo Martinez
hellosoyjorge@hotmail.com Pagina 66



Apuntes de Matematicas

Igualamos a 0 y resolvemos la ecuacion

524522 —4-40-12 52428 [y 20

2-12 24 3
y=1

V(y) =40 —-52y+12y* =0 >y =

Dos valores candidatos a maximos, minimos o puntos de inflexion. Utilizando la derivada segunda:
v 10y 644
V'(y) =52+ 24y{ (?) ~ Ty e
V(1) = —28 méaximo
Una vez determinado el maximo, el resto de dimensiones se halla con las ecuaciones de ligadura:
x=5—-2y->x=5-2=3 ; z=8-2y>z2=8-2=6

Luego la caja de volumen méximo tiene por dimensiones 3x1x6

(6

2. Un rectangulo estd acotado por los ejes y por la grafica y = = (Qué longitud debe tener el

2
rectangulo para que area sea maxima?

37 Como tenemos que optimizar una funcion de

area de un rectangulo su expresion es:

Alx,y) = xy

logicos que vemos en la gréafica:

0<x<6 0<y<3

La ecuacion de la llgadula €S la que defllle la recta
y 2

s=+(5) -

Sustituimos en la ecuacion del area
6x — x?
2

Derivamos para calcular sus maximos y minimos
Ax)=3—-x
Igualamos a 0 y resolvemos la ecuacion
Ax)=3—-x=0->x=3
Un valor candidato a maximo, minimo o punto de inflexion, realizamos la segunda derivada:

A'(x)=—-1-4"3) = -1

i Las dos variables por definir dimensiones deben
ser mayores que 0 y menores que los valores

Se trata de un maximo, una vez hallada la longitud de su base se resuelve la altura mediante la ecuacion

de la ligadura:

(-3

. o . 3
Luego el area maxima del rectangulo es 3x 3
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