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1. Repaso de derivación  

 Reglas básicas de la derivación 
 

- ሺf ∓ gሻ′ ൌ f′ ∓ g′ 
- ሺk ൉ fሻ′ ൌ k ൉ f′ 
- ሺf ൉ gሻ′ ൌ f ′ ൉ g ൅ f ൉ g′ 

- ቀ୤
୥
ቁ
′
ൌ

୤′൉୥ି୤൉୥′

୥2  

 
 Tabla de derivadas: función simple y compuesta (Regla de la cadena) 

 

ݕ .1 ൌ ݇ → ′ݕ ൌ 0 

2. y ൌ xn → y′ ൌ nሺxሻn-1 

y ൌ fn → y′ ൌ nሺfሻn-1 ൉ f′ 

3. y ൌ √x౤ ൌ ሺxሻ
భ
౤ → y′ ൌ 1 nൗ ሺxሻ

భ
౤
ିଵ 

y ൌ √f
౤

ൌ ሺfሻ
ଵ
୬ → y′ ൌ 

ൌ 1 nൗ ሺfሻ
ଵ
୬ିଵ ൉ f ′ 

∗ ∀n ൐ 2                     

4. y ൌ e୶ → y′ ൌ e୶ 

y ൌ e୤ → y′ ൌ e୤ ൉ f′ 

5. y ൌ a୶ → y′ ൌ a୶ ൉ ln a 

y ൌ a୤ → y′ ൌ a୤ ൉ ln a ൉ f′ 

6. y ൌ ln x → y′ ൌ
ଵ

୶
 

y ൌ ln f → y′ ൌ
f′
f
 

7. y ൌ logୟ x → y′ ൌ
ଵ

୶ ୪୬ ୟ
 

y ൌ logୟ f → y′ ൌ
f′

f ln a
 

 Trigonométricas 
 

8. y ൌ sin x → y′ ൌ cos x 

y ൌ sin f → y′ ൌ cos f ൉ f′ 
9. y ൌ cos x → y′ ൌ െsin x 

y ൌ cos f → y′ ൌ െsin f ൉ f′ 
10. y ൌ tan x → y′ ൌ 1 ൅ tan2 x ൌ

sec 2x ൌ
ଵ

ୡ୭ୱ2 ୶
 

y ൌ tan f → y′ ൌ ሺ1 ൅ tan2 fሻ ൉ f ′ 

ൌ sec2 f ൉ f′ ൌ
f′

cos2 f
 

11. y ൌ arcsenx → yᇱ ൌ
ଵ

√ଵି୶మ
 

y ൌ arcsenf → yᇱ ൌ
f ᇱ

√1 െ fଶ
 

12. y ൌ arccosx → yᇱ ൌ
ିଵ

√ଵି୶మ
 

y ൌ arccosf → yᇱ ൌ
െf ᇱ

√1 െ fଶ
 

13. y ൌ arctgx → yᇱ ൌ
ଵ

ଵା୶మ
 

y ൌ arctgf → yᇱ ൌ
f ᇱ

1 ൅ fଶ
 

14. y ൌ sec x → yᇱ ൌ sec x tan x 
y ൌ sec f → yᇱ ൌ f ᇱ ൉ sec f tan f 

15. y ൌ csc x → yᇱ ൌ െcsc x ൉ tan x 
y ൌ csc f → yᇱ ൌ െf ᇱ ൉ csc f ൉ tan f 
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1.1. Ejemplos de derivación con regla de la cadena 
 

2.1. 	fሺxሻ ൌ ሺ1 ൅ 3xସሻହ 
f ᇱሺxሻ ൌ 5ሺ1 ൅ 3xସሻସ ൉ ሺ12xଷሻ → 60xଷሺ1 ൅ 3xସሻସ 

2.2. fሺxሻ ൌ ሺ1 ൅ x ൅ xଶሻଷ 
f ᇱሺxሻ ൌ 3ሺ1 ൅ x ൅ xଶሻଶ ൉ ሺ1 ൅ 2xሻ 

2.3.  fሺxሻ ൌ
ଵ

୶ିଵ
൅

ଶ

ሺ୶ିଵሻమ
ଷ

ሺ୶ିଵሻయ
 

f ᇱሺxሻ ൌ െ1ሺx െ 1ሻିଶ െ 4ሺx െ 2ሻିଷ െ 9ሺx െ 1ሻିସ →
െ1

ሺx െ 1ሻଶ
െ

4
ሺx െ 2ሻଷ

െ
9

ሺx െ 1ሻସ
 

3.1.fሺxሻ ൌ √1 െ xଶ → ሺ1 െ xଶሻ
ଵ
ଶൗ  

f ᇱሺxሻ ൌ 1
2ൗ ሺ1 െ xଶሻ

ିଵ
ଶൗ ൉ 2x →

2x

2√1 െ xଶ
→

x

√1 െ xଶ
 

3.2. fሺxሻ ൌ √2 ൅ 5xଶయ → fሺxሻ ൌ ሺ2 ൅ 5xଶሻ
ଵ
ଷൗ  

f ᇱሺxሻ ൌ 1
3ൗ ሺ2 ൅ 5xଶሻି

ଶ
ଷൗ ൉ ሺ10xሻ →

10x

3ඥሺ2 ൅ 5xଶሻଶయ
 

3.3. fሺxሻ ൌ
଻

ඥሺ୶యିଵሻమయ → fሺxሻ ൌ 7ሺxଷ െ 1ሻ
ିଶ

ଷൗ  

f ᇱሺxሻ ൌ െ14
3ൗ ሺxଷ െ 1ሻ

ିହ
ଷൗ ൉ ሺ3xଶሻ → f ᇱሺxሻ ൌ

െ14xଶ

ሺxଷ െ 1ሻඥሺxଷ െ 1ሻଶయ
 

4.1. fሺxሻ ൌ ൫1 ൅ eୱ୧୬ ୶൯
ଷ
 

f ᇱሺxሻ ൌ 3൫1 ൅ eୱ୧୬ ୶൯
ଶ
൉ eୱ୧୬ ୶ ൉ cos x → 3cos x ൫eୱ୧୬ ୶ ൅ eୱ୧୬

మ ୶൯ 

4.2. fሺxሻ ൌ e√୶మାଵ → fሺxሻe൫୶
మାଵ൯

భ
మൗ
 

f ᇱሺxሻ ൌ e൫୶
మାଵ൯

భ
మൗ
൉ 1 2ൗ ሺxଶ ൅ 1ሻ

ିଵ
ଶൗ ൉ 2x →

e√୶మାଵx

√xଶ ൅ 1
 

4.3. fሺxሻ ൌ xଶ ൉ e
ଵ ୶ൗ  

f ᇱሺxሻ ൌ 2xe
ଵ ୶ൗ ൅ xଶe

ଵ ୶ൗ ൉
1
2
→ f ᇱሺxሻ ൌ 2xe

ଵ ୶ൗ ൅ e
ଵ ୶ൗ ൌ e

ଵ ୶ൗ ሺ2x ൅ 1ሻ 

5.1 fሺxሻ ൌ
ଵ

ଷ୶మ
൉ 3୶

య
→ fሺxሻ ൌ

ଵ

ଷ
ሺxሻିଶ ൉ 3୶

య
 

f ᇱሺxሻ ൌ
െ2
3xଷ

൉ 3୶
య
൅

1
3xଶ

൉ 3୶
య
൉ ln|3| ൉ 3xଶ → f ᇱሺxሻ ൌ 3୶

య
൬
െ2
3xଷ

൅ ln|3|൰ 

5.2. fሺxሻ ൌ 4ୡ୭ୱ
మ ୶ 

f ᇱሺxሻ ൌ 4ୡ୭ୱ
మ ୶ ൉ ln|4| ൉ 2 cos x sin x → f ᇱሺxሻ ൌ 4ୡ୭ୱ

మ ୶ ൉ ln|4| ൉ sin 2x 

5.3. fሺxሻ ൌ x7୪୬୶ 

f ᇱሺxሻ ൌ 1 ൉ 7୪୬ ୶ ൅ x ൉ 7୪୬ ୶ ൉ ln|7| ൉
1
x
→ f ᇱሺxሻ ൌ 7୪୬୶ሺ1 ൅ ln|7|ሻ 

6.1. fሺxሻ ൌ lnሺln xሻ → fሺxሻ ൌ ln ൭ln xฐ
୲

൱ 

f ᇱሺxሻ ൌ
tᇱ

t
→ f ᇱሺxሻ ൌ

1
x
ln x

→ f ᇱሺxሻ ൌ
1

x ln x
 

6.2. lnሺsin  ሻݔ

f ᇱሺxሻ ൌ
tᇱ

t
→ f ᇱሺxሻ ൌ

cos x
sin x

ൌ cotg x 
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6.3. lnሺcos  ሻݔ

f ᇱሺxሻ ൌ
tᇱ

t
→ f ᇱሺxሻ ൌ

sin x
cos x

ൌ tan x 
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2. Repaso de integración 

 Reglas de la integración 
 

൫fሺxሻ׬ - ∓ gሺxሻ൯dx ൌ ׬ fሺxሻdx ∓ ׬ gሺxሻdx 

׬ - k ൉ fሺxሻ dx ൌ k׬ fሺxሻ dx 
 

 Tabla de integración inmediata 
 

׬ .1 kdx ൌ kx ൅ ∁ 

׬ .2 x୬dx ൌ
୶౤శభ

୬ାଵ
൅ ∁	∀n ് െ1 

׬ f ᇱ ൉ f ୬dx ൌ
୤౤శభ

୬ାଵ
൅ ∁  

׬ .3
ଵ

୶
dx ൌ ln|x| ൅ ∁ 

׬
ଵ

୤
൉ f ᇱdx ൌ ׬

୤ᇱ

୤
dx ൌ ln|f| ൅ ∁  

׬ .4 e୶ dx ൌ e୶ ൅ ∁ 

׬ e୤ ൉ f ᇱdx ൌ e୤ ൅ ∁  

׬ .5 a୶dx ൌ
ୟ౮

୪୬ ୟ
൅ ∁	∀൐ 0; ܽ ് 1 

׬ a୤ ൉ f′ dx ൌ
ୟ౜

୪୬ୟ
൅ ∁  

׬ .6 sin x dx ൌ െcos x ൅ ∁ 

׬ f ᇱ ൉ sin f dx ൌ െcos f ൅ ∁  

׬ .7 cos x dx ൌ sin x ൅ ∁ 

׬ f ᇱ ൉ cos f dx ൌ sin f ൅ ∁  

׬ .8
ଵ

ୱ୧୬మ ୶
dx ൌ െcotg x 

׬
୤ᇲ

ୱ୧୬మ ୤
dx ൌ െ cotg f ൅ ∁  

׬ .9
ଵ

ୡ୭ୱ2 ୶
dx ൌ ׬ sec2 x dx ൌ

ሺ1׬ ൅ tan xଶሻ dx ൌ tan x ൅ ∁ 

׬
୤ᇱ

ୡ୭ୱ2 ୤
dx ൌ ׬ f ᇱ ൉ sec2 f dx ൌ

׬ f ᇱ ൉ ሺ1 ൅ tan2 fሻ dx ൌ tan f ൅ ∁  

׬ .10 tan x dx ൌ െ׬
ିୱ୧୬ ୶

ୡ୭ୱ୶
dx ൌ

െ ln|cos x| ൅ ∁ 
׬ f ᇱ ൉ tan f dx ൌ െ ln|cos f| ൅ ∁  

׬ .11 ݔ݀	ݔ݊ܽ݋ܿ ൌ ln|sin |ݔ ൅ ∁ 

ᇱ݂׬ ൉ ݔ݀	݂݊ܽݐܿ ൌ ln|sin ݂| ൅ ∁  

׬ .12
ଵ

√ଵି୶మ
dx ൌ arcsen x ൅ ∁ 

׬
୤ᇱ

√ଵି୤మ
dx ൌ arcsen f ൅ ∁  

׬ .13
ିଵ

√ଵି୶మ
dx ൌ arcos x ൅ ∁ 

׬
ି୤ᇱ

√ଵି୤మ
dx ൌ arcos f ൅ ∁  

׬ .14
ଵ

ଵା୶మ
dx ൌ arcotg x ൅ ∁ 

׬
୤ᇱ

ଵା୤మ
dx ൌ arcotg f ൅ ∁  

׬ .15
ିଵ

ଵା୶మ
dx ൌ arccotg x ൅ ∁ 

׬
ି୤ᇱ

ଵା୤మ
dx ൌ arccotg f ൅ ∁  
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2.1. Ejemplos de derivación con regla de la cadena 
 

3x଼dx׬ .2.1 →
ଷ୶వ

ଽ
൅ ∁→

୶వ

ଷ
൅ ∁ 

ሺxଷ׬ .2.2 െ 2xଶ ൅ xሻdx →
୶ర

ସ
െ

ଶ୶య

ଷ
൅

୶మ

ଶ
൅ ∁ 

ሺ5xଶ׬ .2.3 െ 2x ൅ 1ሻdx →
ହ୶య

ଷ
െ

ଶ୶మ

ଶ
൅ x ൅ ∁ →

ହ୶య

ଷ
െ xଶ ൅ x ൅ ∁ 

׬ .3.1
ୱ୧୬ ୶

ୡ୭ୱ ୶
dx ൌ െ׬

ିୱ୧୬ ୶

ୡ୭ୱ ୶
dx → െln|cos x| ൅ ∁ 

׬ .3.2
ୱ୧୬ ୶

ୡ୭ୱ ୶ାଷ
dx ൌ െ׬

ିୱ୧୬ ୶

ୡ୭ୱ ୶ାଷ
dx → െln|cos x ൅ 3| ൅ ∁ 

׬ .3.3
ୡ୭ୱ୶

ୱ୧୬ ୶
dx → ln|sin x| ൅ ∁ 

׬ .3.4
ଵ

୶ ୪୬ ୶
dx ൌ ׬

భ
౮

୪୬ ୶
dx → lnሺln xሻ ൅ C 

׬ .3.5
ଶ୶ାଵ

ଶ୶మାଶ୶ାହ
dx ൌ

ଵ

ଶ
׬

ଶ୶ାଵ

ଶ୶మାଶ୶ାହ
dx →

ଵ

ଶ
ln|2xଶ ൅ 2x ൅ 5| ൅ ∁ 

׬ .3.6
ୣ౮

ଷାସୣ౮
dx ൌ

ଵ

ସ
׬

ସୣ౮

ଷାସୣ౮
dx →

ଵ

ସ
ln|e୶| ൅ ∁ൌ

୶

ସ
൅ C 

׬	.4.1 eହ୶dx ൌ
ଵ

ହ
׬ eହ୶ ൉ 5 dx → eହ୶ ൅ ∁ 

׬ .4.2 xଶe୶
య
dx ൌ

ଵ

ଷ
׬ 3xଶe୶

య
dx →

ଵ

ଷ
e୶

య
൅ ∁ 

7xଷe୶׬ .4.3
ర
dx ൌ

଻

ସ
׬ 4xଷe୶

ర
dx →

ି଻

ସ
e୶

ర
൅ ∁ 

׬ .4.4
ୣౢ౤౮

୶
dx ൌ ׬

ଵ

୶
൉ e୪୬ ୶ dx → e୪୬୶ ൅ ∁ൌ x ൅ ∁ 

3x׬ .5.1 ൉ 3୶
మ
dx ൌ

ଷ

ଶ
׬ 2x ൉ 3୶

మ
dx ൌ

ଷቀଷ౮
మ
ቁ

ଶ ୪୬|ଷ|
൅ ∁ 

׬ .5.2 x ൉ a୶
మ
dx ൌ

ଵ

ଶ
׬ 2xa୶

మ
dx →

ୟ౮
మ

ଶ ୪୬|ୟ|
൅ ∁ 

ሺ5x׬ .5.3 ൅ 1ሻ ൫9ହ୶
మାଶ୶൯dx ൌ

ଵ

ଶ
ሺ10x׬ ൅ 2ሻ൫9ହ୶

మାଶ୶൯dx →
ଽఱ౮

మశమ౮

ଶ ୪୬|ଽ|
൅ ∁ 

ሺെxሻ׬ 6.1 sinሺxଶ ൅ 3ሻdx ൌ
ିଵ

ଶ
׬ 2x sinሺxଶ ൅ 3ሻdx → cosሺxଶ ൅ 3ሻ ൅ ∁ 

׬ .6.2 sinଶሺ2xሻ dx ൌ ׬
ଵିୡ୭ୱସ୶

ଶ
dx ൌ ׬

ୢ୶

ଶ
൅ ׬

ିୡ୭ୱସ୶

ଶ
dx →

ଵ

ଶ
x െ

ଵ

଼
sin 4x ൅ ∁ 

׬ .6.3 sinଷ x dx ൌ ׬ sinଶ x sin x dx ൌ ሺ1׬ െ cosଶ xሻ sin x dx ൌ ׬ sin x dx െ ׬ cosଶ x sin x dx →

→ െcos x ൅
ଵ

ଷ
cosଶ x ൅ ∁ 

ሺ6xଶ׬ .7.1 ൅ 8xሻ cosሺxଷ ൅ 2xଶ ൅ 1ሻdx ൌ ሺ3xଶ׬2 ൅ 4xሻ cosሺxଷ ൅ 2xଶ ൅ 1ሻdx ൌ2 sinሺxଷ ൅ 2xଶ ൅ 1ሻ ൅ ∁ 

2xeଶ׬ .7.2 ൉ cos൫e୶
మ
൯dx → sin൫e୶

మ
൯ ൅ ∁ 

׬ .7.3
ୡ୭ୱሺ୪୬ ୶ሻ

୶
dx ൌ ׬

ଵ

୶
cosሺln xሻ dx → sinሺln xሻ ൅ ∁ 

׬.7.4
ିଵ

ଶ
xଶ sin xଷ dx ൌ െ

ଵ

଺
׬ 3xଶ sin xଷdx →

ିଵ

଺
cos xଷ ൅ ∁ 

׬ .8.1
ି
భ
౮

ୱ୧୬మሺ୪୬ ୶ሻ
dx ൌ െ׬

భ
౮

ୱ୧୬మሺ୪୬ ୶ሻ
dx → cotgሺln xሻ ൅ ∁ 

׬ .8.2
଻ୡ୭ୱ ୶ ୱ୧୬ ୶

ୱ୧୬మሺୡ୭ୱమ ୶ሻ
dx ൌ

଻

ଶ
׬
ଶୡ୭ୱ ୶ ୱ୧୬ ୶

ୱ୧୬మሺୡ୭ୱమ ୶ሻ
dx → cotgሺcosଶ xሻ ൅ ∁ 
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3. Recordatorio de Fórmulas trigonométricas 

 Adicción 

sinሺα ൅ βሻ ൌ sin α cos β ൅ cos α sin β 
sinሺα െ βሻ ൌ sin α cos β െ cos α sin β 
cosሺα ൅ βሻ ൌ cos α cos β െ sin α sin β 
cosሺα െ βሻ ൌ cos α cos β ൅ sin α sin β 

tanሺα ൅ βሻ ൌ
tan α ൅ tan β
1 െ tan α tan β

 

tanሺα െ βሻ ൌ
tan α െ tan β
1 ൅ tan α tan β

 

 Ángulo mitad 

sin
α
2
ൌ േඨ

1 െ cos x
2

 

cos
α
2
ൌ േඨ

1 ൅ cos x
2

 

tan
α
2
ൌ േඨ

1 െ cos α
1 ൅ cos α

ൌ
1 െ cos α
sin α

 

 Ángulo doble 

sin 2α ൌ 2 sin α cos α 
cos 2α ൌ cosଶ α െ sinଶ α ൌ 1 െ 2 sinଶ α

ൌ 2 cosଶ α െ 1 

tan 2α ൌ
2 tan α

1 െ tanଶ α
 

 Transformaciones 

sin α ൅ sin β ൌ 2 sin
α ൅ β
2

cos
α െ β
2

 

sin α െ sin β ൌ 2 sin
α െ β
2

cos
α ൅ β
2

 

cos α ൅ cos β ൌ 2 cos
α ൅ β
2

൉ cos
α െ β
2

 

cos α െ cos β ൌ െ2 sin
α ൅ β
2

൉ sin
α െ β
2

 

tan α ൅ tan β ൌ
sinሺα ൅ βሻ

cos α cos β
 

tan α െ tan β ൌ
sinሺα െ βሻ

cos α cos β
 

 

 Expresados de otra forma 

sinmx ൉ sin nx ൌ
1
2
ሺcosሺm െ nሻx

െ cosሺm ൅ nሻxሻ 

sinmx ൉ cos nx ൌ
1
2
ሺcosሺm െ nሻx

െ cosሺm ൅ nሻ xሻ 

sinmx ൉ cos nx ൌ
1
2
ሺsinሺm െ nሻx

൅ sinሺm ൅ nሻ xሻ 

cosmx ൉ cos nx ൌ
1
2
ሺcosሺm െ nሻx

൅ cosሺm ൅ nሻxሻ 

 Relaciones 

cosଶ x ൌ
1 ൅ cos 2x

2
ൌ 1 െ sinଶ x 

cosଷ x ൌ
3 cos x ൅ cos 3x

4
 

sinଶ x ൌ
1 െ cos 2x

2
ൌ 1 െ cosଶ x 

sinଷ x ൌ
3 sin x െ sin 3x

4
 

sinଶ x cosଶ x ൌ
1 െ cos 4x

8
 

sinଷ x cosଷ x ൌ
sinଷ 2x
8

 

tanଶ x ൌ െ1 ൅
1

cosଶ x
 

 

 Relaciones entre funciones 
trigonométricas 

tan α ൌ
sin α
cos α

 

cot α ൌ
1

tan α
ൌ
cos α
sin α

 

sec α ൌ
1

cos α
 

csc α ൌ
1

sin α
 

sinଶ x ൅ cosଶ x ൌ 1 
secଶ α െ tanଶ α ൌ 1 
cscଶ α െ cotଶ α ൌ 1 
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4. Límites  
 

1. Calcular los siguientes límites: 
 

a) lim୶→ଵ
୶యିଷ୶ାଶ

ଶ୶యାଶ୶మିଵ଴୶ା଺
 

b) lim୶→ଷ
ଵ

ଷ୶ିଽ
ቀ ହ

ସ୶ିଶ
െ

ଶ

୶ାଵ
ቁ 

c) lim୶→଴
ୡ୭ୱ ୶ି√ୡ୭ୱଶ୶

ୱ୧୬మ ୶
 

d) lim୶→଴
୪୬ሺଵା୶ሻ

୶
 

e) lim୶→଴
ୣ౮ିଵ

୶
 

f) lim୶→଴
୲ୟ୬ ୶

୶
 

g) lim୶→଴
ୡ୭ୱ ୶ିଵ

୶
 

h) lim୶→଴
ୡ୭ୱ ୶ିଵ

୶మ
 

i) lim୶→଴
√ଵା୶౤ ିଵ

୶
	con	n ∈ Գ No se verá 

j) lim୶→଴
ሺଵା୶ሻሺଵାଶ୶ሻሺଵାଷ୶ሻିଵ

୶
 

k) lim୶→ଶ
୶యା୶మି଻୶ାଶ

ଶ୶యିହ୶మା଺୶ି଼
 

l) lim୶→ஶ ቀ
ସ୶మିଵ

ସ୶మ
ቁ
౮య

౮షభ
 

m) lim୶→଴ሺ1 െ xሻ
భ
౮మ  

n) lim୶→ஶ ቀ
ହ୶యାସ୶

ହ୶యିଶ
ቁ
୶మାଵ

 

o) lim୶→ஶ ቀ
୶యିଵ

୶యାଷ
ቁ
୶మିଵ

 

p) lim୶→ஶ൫√xଶ ൅ 3x െ √2xଶ ൅ 3൯ 

q) lim୶→଴ ቀ
ଷ୶ାଶ

୶మାଶ
ቁ
య
౮ 

r) lim୶→ଶ ቀ
ଷ

୶ାଵ
ቁ
౮మశమ౮శఱ
౮మష౮షమ  

s) lim୶→଴ሺ1 ൅ 7xሻ
ల
౮ 

t) lim୶→ஶ൫√xଶ ൅ 7x െ √x ൅ 4൯ 

u) lim୶→ஶ൫√xଶ ൅ 2x െ √xଶ ൅ 1൯ 

v) lim୶→ஶ൫√3x െ 2 െ √x ൅ 4൯ 

w) lim୶→଴
୶మିହ୶

ଶି୶
 

x) lim୶→ଶ
୶మିଷ୶ାଶ

୶ିଶ
 

y) lim୶→ିଷ
୶మିଽ

୶ାଷ
 

z) lim୶→ஶ
ଵ

୶మାଷ୶ିଶ
 

2. Calcula los siguientes límites: 
 

a) lim୶→ஶ
ଷ୶మିଶ୶

଺୶మାଷ
 

b) lim୶→ஶ
୶మାଷ୶

ଶ୶రି଺
 

c) lim୶→଴
ୟ୰ୡ୲୥୶

୶
 

d) lim௫→଴
ୡ୭ୱ௫ሺ௫ିଷ ୱ୧୬ ௫ሻ

௫ାୱ୧୬ ௫
 

 
3.  Calcula los siguientes límites: 

 

a) lim௫→ଶ
୪୬ሺ௫ିଵሻ

௘ೣషమିଵ
 

b) lim௫→଴
௫௔௥௖௧௚ቀ

ೣ
మ
ቁ

ሺୱ୧୬ ଶ௫ሻమ ୡ୭ୱ௫
 

c) lim௫→଴ ඥ1 െ cos  ݔ݃ݐ݋ܿݔ

d) lim௫→଴
൫௫మି௫య൯൫√ଵା௫ିଵ൯

ሺ୪୬ሺଵାସ௫ሻሺଵିୡ୭ୱଶ௫ሻሻ
 

e) lim௫→଴
൫௘మೣିଵ൯ ୱ୧୬ ସ௫

ቀ √ଵା௫
ఱ ିଵቁ ୱ୧୬ ଶ௫

 

f) lim௫→଴
௫మ ୱ୧୬ቀ

భ
ೣ
ቁ

ୱ୧୬ ௫
 

g) lim௫→଴ ݔ lnሺsin  ሻݔ
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Ejercicios de límites 

1. lim୶→ଵ
୶యିଷ୶ାଶ

ଶ୶యାଶ୶మିଵ଴୶ା଺
 

								
1 െ 3 ൅ 2

2 ൅ 2 െ 10 ൅ 6
ൌฎ
୧୬ୢ. 0

0
→ Factorizando →

ሺx െ 1ሻଶሺx ൅ 2ሻ
ሺx െ 1ሻଶሺx ൅ 3ሻሺ2ሻ

ൌ
x ൅ 2
2x ൅ 6

ൌ
3
8

 

2. lim୶→ଷ
ଵ

ଷ୶ିଽ
ቀ ହ

ସ୶ିଶ
െ

ଶ

୶ାଵ
ቁ 

1
9 െ 9

൬
5

12 െ 2
െ

2
3 ൅ 1

൰ ൌ
1
0
ሺ0ሻ ൌฎ

୍୬ୢ.

→ Desarrollando →
1

3x െ 9
ቆ
5ሺx ൅ 1ሻ െ 2ሺ4x െ 2ሻ
ሺ4x െ 2ሻሺx ൅ 1ሻ

ቇ → 

						→
1

3x െ 9
൉

െ3x ൅ 9
ሺ4x െ 2ሻሺx ൅ 1ሻ

ൌ
െ1

ሺ4x െ 2ሻሺx ൅ 1ሻ
ൌ
െ1
40

 

3. lim୶→଴
ୡ୭ୱ ୶ି√ୡ୭ୱଶ୶

ୱ୧୬మ ୶
 

1 െ 1
0

ൌฎ
୍୬ୢ. ൫cos x െ √cos 2x൯൫cos x ൅ √cos 2x൯

ሺsinଶ xሻ൫cos x ൅ √cos 2x൯
ൌ

cosଶ x െ cos 2x

cos x sinଶ x ൅ sinଶ x √cos 2x
ൌฎ

ୖୣ୪.ଵ

 

ൌ
cosଶ x െ cosଶ x ൅ sinଶ x

sinଶ x ൫cosଶ x ൅ √cos 2x൯
ൌ

sinଶ x

sinଶ x ൫cosଶ x ൅ √cos 2x൯
ൌ
1
2

 

4. lim୶→଴
୪୬ሺଵା୶ሻ

୶
 

Demostración 

																	
1
x
ሺlnሺ1 ൅ xሻሻ ൌ lnሺ1 ൅ xሻ

ଵ
୶ → Usamos	la	función	del	límite	vinculante 

seaሺa୬ሻ୬ୀଵஶ 		tal	que		 lim
୬→ஶ

a୬ ൌ 0 

																	 lim
௡→ஶ

lnሺ1 ൅ ܽ௡ሻ

ܽ௡
ൌ lim

௡→ஶ
lnሺ1 ൅ ܽ௡ሻ

ଵ
௔೙ ൌ ln ݁ ൌ 1	 ⇒ lim

௫→଴

lnሺ1 ൅ ሻݔ

ݔ
ൌ 1 

*Lo importante de este ejercicio es el resultado pues el razonamiento no se pedirá 

5. lim௫→଴
௘ೣିଵ

௫
 

																
1 െ 1
0

ൌฎ
୧୬ୢ 0

0
→ Procedemos	al	cambio	de	variable	x → 0 ↔ y → 0	entonces 

ݕ ൌ ݁௫ െ 1 ↔ ݕ ൅ 1 ൌ ݁௫
௔௣௟௜௖௔௠௢௦	௟௡
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ lnሺݕ ൅ 1ሻ ൌ ݔ → lim

௬→଴

1
lnሺݕ ൅ 1ሻ

ݕ

→ lim
௬→଴

1
ଵ
୷lnሺݕ ൅ 1ሻ

 

Demostración 

lim
୷→଴

1

lnሺy ൅ 1ሻ
ଵ
୷

→ usamos	la	función	del	límite	vinculante 

seaሺa୬ሻ୬ୀଵஶ 		tal	que		 lim
୬→ஶ

a୬ ൌ 0 

lim
௡→ஶ

lnሺ1 ൅ ܽ௡ሻ

ܽ௡
ൌ lim

௡→ஶ
lnሺ1 ൅ ܽ௡ሻ

ଵ
௔೙ ൌ ln ݁ ൌ 1	 

Luego 

	lim
௬→଴

lnሺݕ ൅ 1ሻ

ݕ
ൌ 1 → lim

௬→଴

1

lnሺݕ ൅ 1ሻ
భ
೤ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

ଵ

ൌ 1 
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6. lim௫→଴
୲ୟ୬௫

௫
 

0
1
0

ൌฎ
୧୬ୢ 0

0
→ separamos	la	función →

sin x
x

൉
1

cos x
→ aplicamos	el	infinitésimo 

lim
௫→଴

1
cos ݔ

ൌ 1 

7. lim௫→଴
ୡ୭ୱ௫ିଵ

௫
 

1 െ 1
0

ൌฎ
௜௡ௗ 0

0
→ lim

௫→଴

ሺcos ݔ െ 1ሻሺcos ݔ ൅ 1ሻ

ሺcosݔ ݔ ൅ 1ሻ
→ lim

௫→଴

cosଶ ݔ െ 1ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
ିୱ୧୬మ ௫

ሺcosݔ ݔ ൅ 1ሻ
→ lim

௫→଴

sin ݔ
ถݔ
ଵ

൉
െ sin ݔ
cos ݔ ൅ 1

ൌ 0 

Relaciones inmediatas utilizadas 
sinଶ ݔ cosଶ ݔ ൌ 1 

〈sin ݔ , ,ݔ〉~〈0  ݋݉݅ݏéݐ݂݅݊݅݊݅	〈0

8. lim௫→଴
ୡ୭ୱ௫ିଵ

௫మ
 

			
1 െ 1
0

ൌฎ
௜௡ௗ 0

0
→ lim

௫→଴

ሺcos ݔ െ 1ሻሺcos ݔ ൅ 1ሻ

ଶሺcosݔ ݔ ൅ 1ሻ
→ lim

௫→଴

cosଶ ݔ െ 1ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
ିୱ୧୬మ ௫

ଶሺcosݔ ݔ ൅ 1ሻ
→ lim

௫→଴

sin ݔ
ถݔ
ଵ

൉
sin ݔ
ถݔ
ଵ

െ1
cos ݔ ൅ 1

ൌ
െ1
		2

 

Relaciones inmediatas utilizadas 

sinଶ ݔ cosଶ ݔ ൌ 1 
〈sin ݔ , ,ݔ〉~〈0  ݋݉݅ݏéݐ݂݅݊݅݊݅	〈0

9.  lim୶→଴
√ଵା୶౤ ିଵ

୶
	 Este tipo de límite no se verá 

							
1 െ 1
0

ൌฎ
୧୬ୢ 0

0
→ a ൌ √1 ൅ x౤

b ൌ 1											
ൠ a୬ െ b୬ ൌ ൫√x ൅ 1౤ െ 1൯ ቂ൫√x ൅ 1౤ ൯

୬ିଵ
൅ ___ ൅ √x ൅ 1౤ ൅ 1ቃ 

√x ൅ 1౤ െ 1 ൌ
൫√1 ൅ x౤ ൯

୬
െ 1୬

ᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
ଵା୶ିଵୀ୶

൥൫√x ൅ 1౤ ൯
୬ିଵ

൅ ___ ൅ √x ൅ 1౤ ൅ 1ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
୬	୲é୰୫୧୬୭ୱ

൩

ൌ
1
n

 

10. lim௫→଴
ሺଵା௫ሻሺଵାଶ௫ሻሺଵାଷ௫ሻିଵ

௫
 

								
1 ൅ 1 ൅ 1 െ 1

0
ൌฎ
୧୬ୢ 3

0
→ multiplicamos	todos	los	términos →

6xଷ ൅ 11xଶ ൅ 6x	1 െ 1
x

ൌ 

							ൌ 6xଶ ൅ 11x ൅ 6 → lim
୶→଴

6xଶ ൅ 11x ൅ 6 ൌ 6 

11. lim௫→ଶ
௫యା௫మି଻௫ାଶ

ଶ௫యିହ௫మା଺௫ି଼
 

8 ൅ 4 െ 14 ൅ 2
16 െ 20 ൅ 12 െ 8

ൌฎ
௜௡ௗ 0

0
→ ݋݀݊ܽݖ݅ݎ݋ݐܿܽܨ → lim

௫→଴

ሺݔ െ 2ሻሺݔଶ ൅ ݔ3 െ 1ሻ
ሺݔ െ 2ሻሺ2ݔଶ െ ݔ ൅ 4ሻ

ൌ
9
10

 

12. lim௫→ஶ ቀ
ସ௫మିଵ

ସ௫మ
ቁ
ೣయ

ೣషభ
 

ൌฎ
୧୬ୢ

1ஶ → Aplicamos	la	fórmula → lim
୶→୮

gሺxሻ୤ሺ୶ሻ ൌ e
୪୧୫
౮→౦

୤ሺ୶ሻሺ୥ሺ୶ሻିଵሻ
ൌ

xଷ

x െ 1
ቆ
4xଶ െ 1
4xଶ

െ 1ቇ → 

→ lim
୶→ஶ

xଷ

x െ 1
ቆ
4xଶ െ 1 െ 4xଶ

4xଶ
ቇ → lim

୶→ஶ

ሺxଷሻሺെ1ሻ
ሺx െ 1ሻሺ4xଶሻ

→
െ1
4
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Luego 

lim
௫→ஶ

ቆ
ଶݔ4 െ 1
ଶݔ4

ቇ

௫య

௫ିଵ
ൌ ݁

షభ
ర ൌ

1

݁
భ
ర

 

13. lim୶→଴ሺ1 െ xሻ
భ
౮మ  

							 ൌฎ
୧୬ୢ

1ஶ → Aplicando	la	fórmula	݁
୪୧୫
ೣ→೛

௙ሺ௫ሻሺ௚ሺ௫ሻିଵሻ
→ lim

୶→଴

1
xଶ
ሺ1 െ x െ 1ሻ ൌ lim

୶→଴

െ1
x
ൌ ∄ 

            Luego 

lim
୶→଴

ሺ1 െ xሻ
ଵ
୶మ 	No	existe → Los	límites	laterales	existen, pero	no	son	iguales 

 lim௫→଴
ିଵ

௫
ൌ െ∞ ⇒ lim௫→଴ሺ1 െ ሻݔ

భ
ೣమ ൌ 0 

 lim௫→଴
ିଵ

௫
ൌ ൅∞ ⇒ lim௫→଴ሺ1 െ ሻݔ

భ
ೣమ ൌ ൅∞ 

14. lim௫→ஶ ቀ
ହ௫యାସ௫

ହ௫యିଶ
ቁ
௫మାଵ

 

						 ൌฎ
୧୬ୢ

1ஶ → Aplicando	la	fórmula	݁
୪୧୫
ೣ→೛

௙ሺ௫ሻሺ௚ሺ௫ሻିଵሻ
→ lim

୶→ஶ
ሺxଶ ൅ 1ሻ ቆ

5xଷ ൅ 4x
5xଷ െ 2

െ 1ቇ → 

→ lim
୶→ஶ

ሺxଶ ൅ 1ሻ ቆ
5xଷ ൅ 4x െ 5xଷ ൅ 2

5xଷ െ 2
ቇ → lim

୶→ஶ

ሺxଶ ൅ 1ሻሺ4x ൅ 2ሻ

5xଷ െ 2
→ lim

୶→ஶ

4xଷ ൅ xଶ ൅ 4x ൅ 1
5xଷ െ 2

→
4
5

 

					⇒ lim
୶→ஶ

ቆ
ଷݔ5 ൅ ݔ4
ଷݔ5 െ 2

ቇ
௫మାଵ

ൌ ݁
ర
ఱ 

15. lim௫→ஶ ቀ
௫యିଵ

௫యାଷ
ቁ
௫మିଵ

 

															 ൌฎ
୧୬ୢ

1ஶ → Aplicando	la	fórmula	݁
୪୧୫
ೣ→೛

௙ሺ௫ሻሺ௚ሺ௫ሻିଵሻ
→ lim

୶→ஶ
ሺxଶ െ 1ሻ ቆ

xଷ െ 1
xଷ ൅ 3

െ 1ቇ → 

														→ lim
୶→ஶ

ሺxଶ െ 1ሻ ቆ
xଷ െ 1 െ xଷ െ 3

xଷ ൅ 3
ቇ → lim

୶→ஶ

ሺxଶ െ 1ሻሺെ4ሻ

xଷ ൅ 3
→ lim

୶→ஶ

െ4xଶ െ 1
xଷ ൅ 3

ൌ 0 → 

													→ lim
∞→ݔ

ቆ
3ݔ െ 1
3ݔ ൅ 3

ቇ
2െ1ݔ

ൌ ݁0 ൌ 1 

16. lim௫→ஶ൫√ݔଶ ൅ ݔ3 െ ଶݔ2√ ൅ 3൯ 

															 ൌฎ
୧୬ୢ

∞ െ∞ → conjugado →
൫√xଶ ൅ 3x െ √2xଶ ൅ 3൯൫√xଶ ൅ 3x ൅ √2xଶ ൅ 3൯

√xଶ ൅ 3x ൅ √2xଶ ൅ 3
→ 

																→ lim
୶→ஶ

xଶ ൅ 3x െ 2xଶ ൅ 3

√xଶ ൅ 3x ൅ √2xଶ ൅ 3
→ Aplicando	la	regla	de	los	grados → 

→ lim
୶→ஶ

ቀඥxଶ ൅ 3x െ ඥ2xଶ ൅ 3ቁ ൌ െ∞ 

17. lim௫→଴ ቀ
ଷ௫ାଶ

௫మାଶ
ቁ
య
ೣ 

							
2
2

ஶ

ൌฎ
୧୬ୢ

1ஶ → Aplicando	la	fórmula	e
୪୧୫
౮→౦

୤ሺ୶ሻሺ୥ሺ୶ሻିଵሻ
→ lim

୶→଴
൬
3
x
൰ ൬
3x ൅ 2
xଶ ൅ 2

െ 1൰ → 
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														→ lim
୶→଴

൬
3
x
൰ ቆ
3x ൅ 2 െ xଶ െ 2

xଶ ൅ 2
ቇ → lim

୶→଴

ሺ3ሻሺ3x െ xଶሻ
ሺxሻሺxଶ ൅ 2ሻ

→ lim
୶→଴

െ3x ൅ 9
xଶ ൅ 2

ൌ
9
2
→ lim

௫→଴
൬
ݔ3 ൅ 2
ଶݔ ൅ 2

൰

ଷ
௫
ൌ ݁

వ
మ 

18. lim௫→ଶ ቀ
ଷ

௫ାଵ
ቁ
ೣమశమೣశఱ
ೣమషೣషమ  

						
3
3

ஶ

ൌฎ
୧୬ୢ

1ஶ → Aplicando	la	fórmula	e
୪୧୫
౮→౦

୤ሺ୶ሻሺ୥ሺ୶ሻିଵሻ
→ lim

୶→ଶ
ቆ
xଶ ൅ 2x ൅ 5
xଶ െ x െ 2

ቇ ൬
3

x ൅ 1
െ 1൰ → 

					→ lim
୶→ଶ

ቆ
xଶ ൅ 2x ൅ 5
xଶ െ x െ 2

ቇ ൬
3 െ x െ 1
x ൅ 1

൰ → lim
୶→ଶ

ሺxଶ ൅ 2x ൅ 5ሻሺെx ൅ 2ሻ
ሺxଶ െ x െ 2ሻሺx ൅ 1ሻ

→ Factorizando → 

					lim
௫→ଶ

ሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 5ሻሺݔ െ 2ሻ
ሺെ1ሻሺݔ ൅ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻሺݔ െ 2ሻ

→ lim
௫→ଶ

ଶݔ ൅ ݔ2 ൅ 5
െሺݔ ൅ 1ሻଶ

ൌ
2ଶ ൅ 2 ൉ 2 ൅ 5
െሺ2 ൅ 1ሻଶ

ൌ െ
13
9
→ 

→ lim
௫→ଶ

൬
3

ݔ ൅ 1
൰

௫మାଶ௫ାହ
௫మି௫ିଶ

ൌ ݁ష
భయ
వ  

19. lim௫→଴ሺ1 ൅ ሻݔ7
ల
ೣ 

							 ൌฎ
୧୬ୢ

1ஶ → Aplicando	la	fórumla	e
୪୧୫
౮→౦

୤ሺ୶ሻሺ୥ሺ୶ሻିଵሻ
→ lim

୶→଴
൬
6
x
൰ ሺ1 ൅ 7 െ 1ሻ → lim

୶→଴

42x
x

ൌ 42 → 

→ lim
୶→଴

ሺ1 ൅ 7xሻ
ల
౮ ൌ eସଶ 

20. lim௫→ஶ൫√ݔଶ ൅ ݔ7 െ ݔ√ ൅ 4൯ 

						 ൌฎ
୧୬ୢ

∞ → conjugado → lim
୶→ஶ

൫√xଶ ൅ 7x െ √x ൅ 4൯൫√xଶ ൅ 7x ൅ √x ൅ 4൯

√xଶ ൅ 7x ൅ √x ൅ 4
→ lim

୶→ஶ

xଶ ൅ 7x െ x ൅ 4

√xଶ ൅ 7x ൅ √x ൅ 4
→ 

→ Aplicando	la	regla	de	los	grados → lim
୶→ஶ

ቀඥݔଶ ൅ ݔ7 െ ݔ√ ൅ 4ቁ ൌ ∞ 

21. lim௫→ஶ൫√ݔଶ ൅ ݔ2 െ ଶݔ√ ൅ 1൯ 

														 ൌฎ
୧୬ୢ

∞ െ∞ → Conjugado → lim
୶→ஶ

൫√xଶ ൅ 2x െ √xଶ ൅ 1൯൫√xଶ ൅ 2x ൅ √xଶ ൅ 1൯

√xଶ ൅ 2x ൅ √xଶ ൅ 1
→ 

														→ lim
୶→ஶ

xଶ ൅ 2x െ xଶ െ 1

√xଶ ൅ 2x ൅ √xଶ ൅ 1
→ lim

୶→ஶ

2x െ 1

√xଶ ൅ 2x ൅ √xଶ ൅ 1
→ Aplicando	la	regla	de	los	grados → 

→ lim
୶→ஶ

2 െ
1
x

ට1 ൅
2
x ൅

ට1 ൅
1
xଶ

→ lim
୶→ஶ

2
1 ൅ 1

ൌ 1 

22. lim௫→ஶ൫√3ݔ െ 2 െ ݔ√ ൅ 4൯ 

		 ൌฎ
୧୬ୢ

∞ െ∞ → Conjugado → lim
୶→ஶ

൫√3x െ 2 െ √x ൅ 4൯൫√3x െ 2 ൅ √x ൅ 4൯

√3x െ 2 ൅ √x ൅ 4
→ lim

୶→ஶ

3x െ 2 െ x ൅ 4

√3x െ 2 ൅ √x ൅ 4
→ 

→ lim
୶→ஶ

2x ൅ 2

√3x െ 2 ൅ √x ൅ 4
→ Aplicando	la	regla	de	los	grados ൌ ∞ 

23. lim୶→଴
୶మିହ୶

ଶି୶
 

0ଶ െ 5 ൉ 0
2 െ 0

ൌ
0
2
ൌ 0 
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24. lim୶→ଶ
୶మିଷ୶ାଶ

୶ିଶ
 

															 ൌฎ
୧୬ୢ 0

0
→ Factorizando → lim

୶→ଶ

ሺx െ 2ሻሺx െ 1ሻ
ሺx െ 2ሻ

→ lim
୶→ଶ

x െ 1 ൌ 2 െ 1 ൌ 1 

25. lim୶→ିଷ
୶మିଽ

୶ାଷ
 

															 ൌฎ
୧୬ୢ 0

0
→ Factorizando → lim

୶→ିଷ

ሺx ൅ 3ሻሺx െ 3ሻ

x ൅ 3
→ lim

୶→ିଷ
x െ 3 ൌ െ3 െ 3 ൌ െ6 

26. lim୶→ஶ
ଵ

୶మାଷ୶ିଶ
 

																ൌ
1
∞
ൌ 0 

27. lim୶→ஶ
ଷ୶మିଶ୶

଺୶మାଷ
 

														 ൌฎ
୧୬ୢ∞

∞
→ Regla	de	los	grados → lim

୶→ஶ

3 െ
2
x

6 ൅
3
xଶ
ൌ
3
6
ൌ
1
2

 

28. lim୶→ஶ
୶మାଷ୶

ଶ୶రି଺
 

													 ൌฎ
୧୬ୢ∞

∞
→ Regla	de	los	grados →

1
∞
ൌ 0 

29. lim୶→଴
ୟ୰ୡ୲୥୶

୶
 

													ൌ
0
0
→ Procedemos	al	cambio	de	variable	x → 0 ↔ y → 0	entonces		

y ൌ arctgx
x ൌ tgy							 

													lim
୷→଴

y
tan y

→ lim
୷→଴

y
sin y
cos y

→ lim
୷→଴

y cos y
sin y

→ lim
୷→଴

cos y
sin y
yถ
ଵ

→ lim
୷→଴

cos y
1

ൌ 1 

Relaciones inmediatas utilizadas 

〈sin y , 0〉~〈y, 0〉	infinitésimo 

30. lim୶→଴
ୡ୭ୱ ୶ሺ୶ିଷ ୱ୧୬ ୶ሻ

୶ାୱ୧୬ ୶
 

ൌฎ
୧୬ୢ 0

0
→ Desarrollando → lim

୶→଴

x cos x െ 3 sin x cos x
x ൅ sin x

→ dividimos	por	x → lim
୶→଴

cos x െ
3 sin x cos x

x

1 ൅
sin x
xถ
ଵ

→ 

lim
୶→଴

cos x ൅ ሺെ3 cos xሻ ൉
sin x
x
ฑ
ଵ

2
→ lim

୶→଴

cos x െ 3 cos x
2

ൌ
െ2 cos 0

2
ൌ െ1 

Relaciones inmediatas utilizadas 

〈sin x , 0〉~〈x, 0〉	infinitésimo 
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31. lim୶→ଶ
୪୬ሺ୶ିଵሻ

ୣ౮షమିଵ
 

ൌฎ
୧୬ୢ 0

0
→ Procedemos	al	cambio	de	variable	x → 2 ↔ y → 0	entonces 

x െ 1 ൌ y ൅ 1 ↔ y ൌ x െ 2
ୟ୮୪୧ୡୟ୫୭ୱ	ୣ୪	ୡୟ୫ୠ୧୭
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ lim

୷→଴

lnሺy ൅ 1ሻ

e୷ െ 1
ൌ lim

୷→଴

y
y
ൌ 1 

Relaciones inmediatas utilizadas 

〈lnሺy ൅ 1ሻ, 0〉~〈y, 0〉 
〈e୷ െ 1,0〉~〈y, 0〉 

32. lim୶→଴
୶ୟ୰ୡ୲୥ቀ

౮
మ
ቁ

ሺୱ୧୬ ଶ୶ሻమ ୡ୭ୱ ୶
 

Límite por partes ൌฎ
୧୬ୢ

଴

଴
→

୶ୟ୰ୡ୲୥ቀ
౮
మቁ

ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
∗భ

ቆୱ୧୬ ଶ୶ᇣᇤᇥ
∗మ

ቇ
మ

ୡ୭ୱ୶

 

1*- lim୶→଴
ୟ୰ୡ୲୥ቀ

౮
మቁ

୶ಉ
→ Hacemos	cambio	de	variable → x → 0 ↔ y → 0	entonces			

y ൌ arctg
୶

ଶ
x ൌ 2 tan y

 

lim
௬→଴

ݕ
2 tanݕ

→ lim
௬→଴

ݕ
ݕ2

ൌ
1
2

 

〈tan x , 0〉~〈x, 0〉 
Así 

〈tan
x
2
, 0〉~ 〈

1
2
x, 0〉 

2*- lim௫→଴
ୱ୧୬ଶ௫

௫ഀ
→ sin ݔ2 ൌ 2 cos ݔ sin ݔ → lim௫→଴

ଶୡ୭ୱ௫ ୱ୧୬௫

௫ഀ
→ lim௫→଴ 2 cos ݔ

ୱ୧୬௫

௫ഀ
→ ߙ ൌ 1 → 

→ lim
௫→଴

2 cos  ݔ

Así 
〈sin 2x , 0〉~〈2x, 0〉 

Sustituyendo 

lim
୶→଴

x ൉
x
2

ሺ2xሻଶ ൉ cos x
ൌ lim

୶→଴

xଶ

8xଶ cos x
→ lim

୶→଴

1
8 cos x

ൌ
1
8

 

33. lim௫→଴ √1 െ cos ݔ  ݔ݃ݐ݋ܿ

Límite por partesൌฎ
௜௡ௗ

	0 ൉ 0 → ට1 െ cos ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥݔ
ଵ∗

ᇣᇤᇥݔ݃ݐ݋ܿ
ଶ∗

 

1*- lim௫→଴
ଵିୡ୭ୱ௫

௫ഀ
→ ݋݀ܽ݃ݑ݆݊݋ܥ → lim௫→଴

ଵିୡ୭ୱ௫

௫ഀ
൉
ሺଵାୡ୭ୱ௫ሻ

ሺଵାୡ୭ୱ௫ሻ
→ lim௫→଴

ଵିୡ୭ୱమ ௫

௫ഀሺଵାୡ୭ୱ௫ሻ
→ 

→ lim
௫→଴

sinଶ ݔ
ఈሺ1ݔ ൅ cos ሻݔ

→ ߙ ൌ 2 → lim
௫→଴

sin ݔ
ถݔ
ଵ

൉
sin ݔ
ถݔ
ଵ

൉
1

ሺ1 ൅ cos ሻݔ
→ lim

௫→଴

1
1 ൅ cos ݔ

ൌ
1
2

 

Así  

〈1 െ cos ݔ , 0〉~〈1 2ൗ ,ଶݔ 0〉 

ݔ݃ݐ݋ܿ -*2 ൌ
ଵ

୲ୟ୬௫
 

〈tan ݔ , ,ݔ〉~〈0 0〉 
Sustituyendo  

lim
௫→଴

√1 െ cos ݔ ݐ݋ܿ → lim
௫→଴

√1 െ cos ݔ ൉
1

tanݔ
→ lim

௫→଴
ටଵ
ଶ
௫మ ൉

1
tanݔ

→ lim
௫→଴

ටଵ
ଶ
൉

ݔ
tan ݔ

→ ටଵ
ଶ
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34. lim୶→଴
൫୶మି୶య൯൫√ଵା୶ିଵ൯

ሺ୪୬ሺଵାସ୶ሻሺଵିୡ୭ୱଶ୶ሻሻ
 

Límite por partesൌฎ
୧୬ୢ

଴൉଴

଴൉଴
→

൫x2െx3൯ቌ√1൅xെ1ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
3∗

ቍ

ቌlnሺ1൅4xሻᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
2∗

ቆ1െcos2xᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
1∗

ቇቍ

 

1*- lim୶→଴
ଵିୡ୭ୱଶ୶

୶ಉ
→ lim୶→଴

ଵିୡ୭ୱଶ୶

୶ಉ
൉
ሺଵାୡ୭ୱଶ୶ሻ

ሺଵାୡ୭ୱଶ୶ሻ
→ lim୶→଴

ଵିୡ୭ୱమ ଶ୶

୶ಉሺଵାୡ୭ୱଶ୶ሻ
→ lim୶→଴

ୱ୧୬మ ଶ୶

୶ಉሺଵାୡ୭ୱଶ୶ሻ
→ 

→ α ൌ 2 → lim
୶→଴

sin 2x
x

൉
sin 2x
x

൉
1

1 ൅ cos 2x
→ lim

୶→଴

4
ሺ1 ൅ cos 2xሻ

ൌ
4
2
ൌ 2 

〈sin 2x , 0〉~〈2x, 0〉 
Así 

〈1 െ cos 2x , 0〉~〈2xଶ, 0〉 

2*- 
lim୶→଴

୪୬ሺଵାସ୶ሻ

୶ಉ
→ α ൌ 1

lim୶→଴
ସ ୪୬ሺଵାସ୶ሻ

ସ୶
ൌ 4

ቯAsí → 〈lnሺx ൅ 1ሻ, 0〉~〈x, 0〉 → 〈lnሺ4x ൅ 1ሻ, 0〉~〈4x, 0〉 

3*- lim୶→଴
√ଵା୶ିଵ

୶ಉ
→ conjugado → lim୶→଴

√ଵା୶ିଵ

୶ಉ
൉
൫√ଵା୶ାଵ൯

൫√ଵା୶ାଵ൯
→ lim୶→଴

ଵା୶ିଵ

୶ಉ൫√ଵା୶ାଵ൯
→ α ൌ 1 

→ lim
୶→଴

x

√1 ൅ x ൅ 1
ൌ
1
2

 

Así 

〈√1 ൅ x െ 1, 0〉~ 〈
1
2
x, 0〉 

Sustituyendo 

lim
୶→଴

ሺxଶ െ xଷሻ ൉
1
2 x

ሺ4xሻሺ2xଶሻ
→ lim

୶→଴

ሺxଶ െ xଷሻx
16xଷ

→ lim
୶→଴

ሺ1 െ xሻxଷ

16xଷ
ൌ

1
16

 

35. lim௫→଴
൫௘మೣିଵ൯ ୱ୧୬ ସ௫

ቀ √ଵା௫
ఱ ିଵቁ ୱ୧୬ ଶ௫

 

Límite por partes ൌฎ
୧୬ୢ

଴൉଴

଴൉଴
→

൭ୣమ౮ିଵᇩᇭᇪᇭᇫ
భ∗

൱ୱ୧୬ ସ୶ᇩᇪᇫ
మ∗

ቆ √ଵା୶
ఱ ିଵᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

య
ቇୱ୧୬ ଶ୶

 

lim
୶→଴

eଶ୶ െ 1
x஑

→ cambio	de	variable	x → 0 ↔ y → 0	entonces	
y ൌ eଶ୶ െ 1 → y ൅ 1 ൌ eଶ୶

lnሺy ൅ 1ሻ ൌ2x → x ൌ
lnሺy ൅ 1ሻ

2

 

Luego 

ߙ ൌ 1 → lim
௫→଴

ݕ
lnሺݕ ൅ 1ሻ

2

→ lim
௫→଴

2 ൉
ݕ

lnሺݕ ൅ 1ሻ
ൌ 2 → 〈lnሺx ൅ 1ሻ, 0〉~〈x, 0〉 

Así 
〈eଶ୶ െ 1,0〉~〈2x, 0〉 

2*-  lim୶→଴
ୱ୧୬ ସ୶

୶ಉ
→ lim୶→଴

ୱ୧୬ሺଶ୶ାଶ୶ሻ

୶ಉ
→ sinሺa ൅ bሻ ൌ sin a cos b ൅ cos a sin b → lim୶→଴

ୱ୧୬ሺଶ୶ሻ ୡ୭ୱሺଶ୶ሻାୡ୭ୱሺଶ୶ሻ ୱ୧୬ሺଶ୶ሻ

୶ಉ
 

〈sin 2x , 0〉~〈2x, 0〉 → lim
୶→଴

ቆ
sinሺ2xሻ cosሺ2xሻ

x஑
൅
cosሺ2xሻ sinሺ2xሻ

x஑
ቇ → α ൌ 1 → 

→ lim
୶→଴

ቆ
sinሺ2xሻ

x
൉

1
cosሺ2xሻ

൅
sinሺ2xሻ

x
൉

1
cosሺ2xሻ

ቇ → lim
୶→଴

2 cosሺ2xሻ ൅ 2 cosሺ2xሻ → lim
୶→଴

4 cosሺ2xሻ ൌ 4 

 
Así  

〈sin 4x , 0〉~〈4x, 0〉 
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3*- 																									lim୶→଴
√ଵା଺୶
ఱ ିଵ

୶ಉ
→ a ൌ √1 ൅ 6xఱ

b ൌ 1
ฯ aହ െ bହ ൌ 1 ൅ 6x െ 1 ൌ 6x → 

→ ൫√6x ൅ 1ఱ െ 1൯ ቆ൫√6x ൅ 1ఱ ൯
ସ
൅ ___ ൅ ൫√6x ൅ 1ఱ ൅ 1൯ቇ → 

→ α ൌ 1 → lim
୶→଴

6x

x஑൫√6x ൅ 1ఱ ൯
ସ
൅ ___ ൅ 1

ൌ
6
5

 

Así 

〈√1 ൅ 6xఱ െ 1, 0〉~ 〈
6
5
x, 0〉 

Sustituyendo 

lim
୶→଴

ሺ2xሻሺ4xሻ

ቀ
6
5 xቁ ሺ2xሻ

→ lim
୶→଴

5
6x

െ 4x ൌ
20
6
ൌ
10
3

 

 

36. lim௫→଴
௫మ ୱ୧୬ቀ

భ
ೣ
ቁ

ୱ୧୬ ௫
 

ൌฎ
௜௡ௗ 0 ൉ ∞

0
→ 〈sin x , 0〉~〈x, 0〉 → lim

୶→଴

x
sin x

൉ x ൉ sin ൬
1
x
൰ → lim

୶→଴
x ൉ sin ൬

1
x
൰ ൌ 0 

Pues sin ቀ
ଵ

௫
ቁ está acotado, y así, una función que tiende a cero por otra acotada, su límite es 0 

37. lim௫→଴ ݔ lnሺsin  ሻݔ

ൌฎ
௜௡ௗ

0 ൉ ∞ → lim
௫→଴

lnሺsin ሻݔ
1 ൗݔ

→ lim
௫→଴

݂ᇱሺݔሻ

݃ᇱሺݔሻ
→ lim

௫→଴

cos ݔ
sin ݔ

െ
1
ଶݔ

→ lim
௫→଴

ଶݔ cos ݔ
െ sin ݔ

ൌ
0
0
→ 

→ lim
௫→଴

െݔଶ cos ݔ
ݔ

ൌ െݔ cos ݔ ൌ 0 

 

Tabla de relaciones inmediatas 

1. lim୶→଴
୪୬ሺଵା୶ሻ

୶
→ 〈lnሺx ൅ 1ሻ, 0〉~〈x, 0〉 ൌ 1 

2. lim୶→଴
ୣ౮ିଵ

୶
→ 〈e୶ െ 1,0〉~〈x, 0〉 ൌ 1 

3. lim୶→଴
ୱ୧୬ ୶

୶
ൌ 〈sin x , 0〉~〈x, 0〉 ൌ 1	utilización	del	infinitésimo 

4. lim୶→଴
ଵ

ଵାୡ୭ୱ ୶
ൌ 〈1 െ cos x , 0〉~〈1 2ൗ x஑, 0〉 ൌ

ଵ

ଶ
	utilización	del	infinitésimo 

5. lim୶→଴
୲ୟ୬ ୶

୶
ൌ 〈tan x , 0〉~〈x, 0〉 ൌ 1	utilización	del	infinitésimo 

6. lim୶→୮ gሺxሻ୤
ሺ୶ሻ ൌ e୪୧୫౮→౦ ୤ሺ୶ሻሺ୥ሺ୶ሻିଵሻ 

 sin fሺxሻ~fሺxሻ 
 arctg	fሺxሻ~fሺxሻ 
 tan fሺxሻ~fሺxሻ 

 cos fሺxሻ~
ሾ୤ሺ୶ሻሿమ

ଶ
 

 ln൫1 ൅ fሺxሻ൯~ fሺxሻ 

 e୤ሺ୶ሻ െ 1~fሺxሻ 
 b୤ሺ୶ሻ െ 1~fሺxሻ ൉ ln b si	ሺb ൐ 0ሻ 

 ൫1 ൅ fሺxሻ൯
୮
െ 1~pfሺxሻ
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4.1.  Límites de funciones 
Definición 

 Llamaremos entorno de un punto a ∈ Թ a cualquier conjunto de la forma: 

ሺa െ ε, a ൅ εሻ ൌ ሼx ∈ Թ/|x െ a| ൏ ε	con	ሽߝ ൐ 0 

 Llamaremos entorno reducido de un punto a ∈ Թ a cualquier conjunto de la forma: 

ሺa െ ε, aሻ ∪ ሺa, a ൅ εሻ ൌ ሼx ∈ Թ/0 ൏ |x െ a| ൏ ε	con	ሽߝ ൐ 0 

 Llamaremos entorno reducido de ∞ a cualquier conjunto de la forma ሺm,∞ሻ 
 Llamaremos entorno reducido de െ∞ a cualquier conjunto de la forma ሺെ∞,mሻ 

4.2. Límite de una función en un punto 
Definición 
Sean a ∈ Թ y f una función real de variable real definida en un entorno reducido de a. Diremos 
que el límite de f cuando x tiende hacia a es L y lo denotaremos por: 
 

lim
୶→ୟ

fሺxሻ ൌ L, si	∀ε ൐ ߜ	∃	0 ൐ 0	݅ݏ	݁ݑݍ	݈ܽݐ	0 ൏ |x െ a| ൏ ߜ ⇒ 

อ fሺxሻต
୴ୟ୪୭୰	ୢୣ	୪ୟ	୧୫ୟ୥ୣ୬

െ Lณ
୴ୟ୪୭୰	ୢୣ୪	୪í୫୧୲ୣ

อ ൏  ߝ

 
Conviene señalar que el límite de una función en un punto: 

 Puede	∄ 

 Es un concepto local (solo depende del comportamiento de la función cerca del punto 
considerado) 

 Es independiente del valor que tome la función en dicho punto. De hecho la función 
puede no estar definida en el punto considerado, o bien, tomar dicho punto un valor que 
no coincida con el límite. 

4.2.1. Ejemplos 

1. Haciendo uso de la definición de límite probar que: 

lim
୶→ଶ

xଶ െ 4
x െ 2

ൌ 4
୧୬ୢ.
ሱۛሮ

0
0
→ lim

୶→ଶ

ሺx െ 2ሻ ൉ ሺx ൅ 2ሻ

x െ 2
→ x ൅ 2 ൌ 4 

Para cada ε ൐ 0 tenemos que probar que ∃ una δ ൐ 0 tal que para los x con: 

0 ൏ |x െ 2| ൏ 	݁ݑݍ	݁ݑݍ݂݅݅ݎ݁ݒ	݁ݏ	ߜ ቤ
xଶ െ 4
x െ 2

െ 4ቤ ൏  	ߝ

Para ello observamos que para los x con: 

0 ൏ |x െ 2| ൏ fሺxሻ|	݈݀ܽ݀ܽݑ݃݅ݏ݁݀	݈ܽ	݂݁ܿܽݏ݅ݐܽݏ	݁ݏ	ߜ െ L| ൏ ߝ ൌ ቤ
xଶ െ 4
x െ 2

െ 4ቤ 	൏  ߝ

Para ello, observamos que para los x con: 

0 ൏ |x െ 2| ൏ 		݈݀ܽ݀ܽݑ݃݅ݏ݁݀	݈ܽ	݂݁ܿܽݏ݅ݐܽݏ	݁ݏ	ߜ ቤ
xଶ െ 4
x െ 2

െ 4ቤ → ቤ
ሺx െ 2ሻሺx ൅ 2ሻ

x െ 2
െ 4ቤ → 

→ |ሺx ൅ 2ሻ െ 4| ൌ |x ൅ 2| ൏  	ߜ
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Hemos de coger los deltas que cumplan la relación, por tanto, es suficiente tomar ε ൌ δ	para 
obtener: 

ቤ
xଶ െ 4
x െ 2

െ 4ቤ ൏  ߝ

2. Veamos que ∄ 	lim୶→ஶ cos
ଵ

୶
 

Razonando por reducción al absurdo, supongamos que ∃ el límite y que vale L. Por definición 
tendremos que: 

∀ε ൐ ߜ	∃	0 ൐ 0	݅ݏ	݁ݑݍ	݈ܽݐ	0 ൏ |x| ൏ 	ߜ ⇒ 	 |fሺxሻ െ L| ൏ ߝ ൌ ฬ൬cos
1
x
൰ െ Lฬ ൏  ߝ

Como esto será cierto para cualquier valor de ε	, en particular lo será para ε ൌ 1. Es decir, se 
verificará 

∃		δ ൐ 0	݅ݏ	݁ݑݍ	݈ܽݐ	0 ൏ |x| ൏ ߜ → ฬ൬cos
1
x
൰ െ Lฬ ൏ ݇	ݏ݋݉݁݊݁ݐ	1 ∈ Գ	tal	que	

1
2kπ

൏  ߜ

 Para x ൌ
ଵ

ଶ୩஠
	tendremos	que	 ฬ൬cos

ଵ
ଵ
ଶ୩஠ൗ

൰ െ Lฬ ൏ 1 → |ሺcos 2kπሻ െ L| ൏ 1 → 

→ |1 െ L| ൏ 1 → 1 െ ܮ ൏ 1 → െܮ ൏ 0 → ܮ ൐ 0 

 Para x ൌ
ଵ

ሺଶ୩ାଵሻ஠
	también	se	verificará	que

ଵ

ሺଶ୩ାଵሻ஠
	൏ .ߜ  ݋݃݁ݑܮ

ተ൮cos
1
1

ሺ2k ൅ 1ሻπ

൲ െ Lተ ൏ 1 → |ሺcosሺ2k ൅ 1ሻπሻ െ L| ൏ 1 → |െ1 െ L| ൏ 1 → 

→ |1 ൅ L| ൏ 1 → 1 ൅ ܮ ൏ 1 → ܮ ൏ 0 

Hemos llegado a una contradicción ya que por un lado hemos llegado a que L ൐ 0 y por otro a 
que L ൏ 0. Por tanto, lo que hemos supuesto no era cierto, luego, el límite ∄.   
 

 
Gráfica de la función cos

ଵ

௫
 en un entorno de 0. Se puede observar que al acercarnos a 0 la 

función oscila sin aproximarse a ningún valor concreto. 
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4.3. Unicidad del límite 
Teorema 
Si lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ Lଵ y lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ Lଶ entonces Lଵ ൌ Lଶ Es decir, si ∃ límite de una función en 
un punto, es único. 

4.4. Límites laterales 
Definición 

 Diremos que la función f tiene límite L cuando x tiende a un punto a por la derecha y se 
denota por: 

lim
୶→ୟశ

fሺxሻ ൌ L 

Si	∀	ε ൐ 0, ߜ	∃ ൐ ܽ	݅ݏ	݁ݑݍ	݈ܽݐ	0 ൏ ݔ ൏ ܽ ൅ 	ߜ ⇒ 	 |fሺxሻ െ L| ൏  ߝ

 Diremos que la función f tiene límite L cuando x tiende a un punto a por la izquierda y 
se denota por: 

lim
୶→ୟష

fሺxሻ ൌ L 

Si	∀	ε ൐ 0, ߜ	∃ ൐ ܽ	݅ݏ	݁ݑݍ	݈ܽݐ	0 െ ߜ ൏ ݔ ൏ ܽ		 ⇒ 	 |fሺxሻ െ L| ൏  ߝ

Proposición 
 

∃ lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ L ↔ ∃	los límites laterales de f en a y valen L, es decir: 
lim
୶→ୟష

fሺxሻ ൌ L ൌ lim
୶→ୟశ

fሺxሻ ൌ L 

 
Por tanto el límite de f en el punto a ∄ si los límites laterales son distintos 

(Ver ejercicios de 6.3.1. Continuidad Pág. 27-28) 
 

4.5. Límites infinitos y en el infinito 

Definición 
Sea a ∈ Թ y sea f función definida en un entorno reducido de a. Diremos que: 

 lim୶→ୟ ൌ ∞	si : ∀	m ൐ 0, ߜ	∃ ൐ 0	݅ݏ	݁ݑݍ	݈ܽݐ	0 ൏ |x െ a| ൏ ߜ → ݂ሺxሻ ൐ ݉ 

 lim୶→ୟ ൌ െ∞	si : ∀	m ൐ 0, ߜ	∃ ൐ 0	݅ݏ	݁ݑݍ	݈ܽݐ	0 ൏ |x െ a| ൏ ߜ → ݂ሺxሻ ൏ ݉ 

4.5.1. Ejemplos 

1. fሺxሻ ൌ
ଵ

୶మ
 

lim
୶→଴ష

1
xଶ

ൌ ∞ 

lim
୶→଴శ

1
xଶ

ൌ ∞ 

lim
୶→଴

1
xଶ

ൌ ∄ 

Puede observarse que al aproximarse a 0 
por la derecha la función crece hacia ∞ y al 
aproximarse por la izquierda decrece hacia 

െ∞. 
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2. fሺxሻxଷ 
 

lim
୶→ஶ

xଷ ൌ ∞ 

lim
୶→ିஶ

xଷ ൌ െ∞ 

 
 
Se observa como la función crece 
hacia ∞ cuando x crece y como 
decrece hacia െ∞ cuando x decrece. 
 
 

 

 

3. fሺxሻ ൌ
ଵ

୶య
 

lim୶→଴ష
ଵ

୶య
ൌ െ∞; lim୶→଴శ

ଵ

୶య
ൌ ∞ 

lim୶→ஶ
ଵ

୶య
ൌ 0   ;   lim୶→ିஶ

ଵ

୶య
ൌ 0 

lim
୶→଴

1
xଷ

ൌ ∄ 

Puede observarse que al aproximarse a 
0 por la derecha la función crece hacia 
∞ y al aproximarse por la izquierda 
decrece hacia െ∞. 
Se puede observar también que según 
crece el valor de x, la función va 
aproximándose cada vez más a 0.  Lo 
mismo ocurre cuando decrece el valor 
de x. 

 

4.6. Desigualdades entre función y límites 
Proposición 
Sean f y g dos funciones tales que fሺxሻ ൑ gሺxሻ en un entorno reducido de un punto a ∈
Թ	ሼേ∞ሽ	si	∃	lim୶→ୟ fሺxሻ y lim୶→ୟ gሺxሻ ,⇒ lim୶→ୟ fሺxሻ ൑ lim୶→ୟ gሺxሻ 
 
No siempre los límites serán rigurosos, en el caso en el que se tenga fሺxሻ ൏ ݃ሺxሻ sólo se 
puede concluir que lim୶→ୟ fሺxሻ ൑ lim୶→ୟ gሺxሻ 
 

4.6.1. Ejemplos 

1. Si tomamos fሺxሻ ൌ 0 y gሺxሻ ൌ xଶ, tenemos que:fሺxሻ ൏ ݃ሺxሻ	∀x ് 0. Sin embargo, 
cuando tenemos límites en 0 tenemos que lim୶→଴ fሺxሻ ൌ 0 ൌ lim୶→଴ gሺxሻ. 

4.6.1. Regla del emparedado 
Sean f, g y h tres funciones tales que fሺxሻ ൑ hሺxሻ ൑ gሺxሻ en un entorno reducido de 
a ∈ Թ	ሼേ∞ሽ. Si verifica que lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ lim୶→ୟ gሺxሻ ൌ L, con	L ∈ Թ	ሼേ∞ሽ ⇒
lim୶→ୟ hሺxሻ ൌ L. 
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Estos resultados, así como los dados dentro del apartado de indeterminaciones, se pueden 
extender a límites laterales. Basta con imponer que las desigualdades se verifiquen en algún 
conjunto de la forma ሺa, a ൅ δሻ	para los límites por la derecha y ሺa െ δ, aሻ para los límites 
por la izquierda. 
 

4.6.1.1 Ejemplos 

1. lim୶→ஶ
ଵା|ୱ୧୬ ୶|

୶
 

Se tiene que 
ଵ

୶
൑

ଵା|ୱ୧୬ ୶|

୶
൑

ଶ

୶
 como se verifica lim୶→ஶ

ଵ

୶
ൌ lim୶→ஶ

ଶ

୶
ൌ 0 por la regla del 

emparedado tenemos que lim୶→ஶ
ଵା|ୱ୧୬ ୶|

୶
ൌ 0 

2. lim୶→ஶ
ସା|ୡ୭ୱ ୶|

୶
 

Se tiene que 
ସ

୶
൑

ସା|ୡ୭ୱ ୶|

୶
൑

ହ

୶
 como verifica lim୶→ஶ

ସ

୶
ൌ lim୶→ஶ

ହ

୶
ൌ 0 por la regla del 

emparedado tenemos que lim୶→ஶ
ସା|ୡ୭ୱ ୶|

୶
ൌ 0 

5. Indeterminaciones 
Proposición 
Si lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ 0 y g está acotada en un entorno reducido de a ⇒ 	 lim୶→ୟ fሺxሻ ൉ gሺxሻ ൌ 0 

Teorema 
Sea f definida en un intervalo abierto I y sea g definida en un intervalo abierto tal que fሺIሻ ⊆ J.	 
Sea a ∈ I	si	 lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ b, lim୷→ୠ gሺyሻ ൌ L, y	∀x ∈ I se tiene que fሺxሻ ് b entonces  

lim
୶→ୟ

ሺf ○ gሻ ሺxሻ ൌ L 

Corolario 
Sea f definida en un entorno reducido de a ∈ Թ se tiene que: lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ lim୶→ୟ fሺy ൅ aሻ  
Proposición 
Sea f: Թ → Թ se tiene que: 

lim
୶→ஶ

fሺxሻ ൌ lim
୶→଴శ

f ൬
1
y
൰ → lim

୶→଴శ
fሺxሻ ൌ lim

୷→ஶ
f ൬
1
y
൰ → lim

୶→ିஶ
fሺxሻ ൌ lim

୷→଴ష
fሺxሻ ൌ lim

୷→ିஶ
f ൬
1
y
൰ 

Proposición 
Si lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ Lଵ	y	 lim୶→ୟ gሺxሻ ൌ Lଶ, con	a, Lଵ	y	Lଶ ∈ Թ ∪ ሼേ∞ሽ ⇒: 

 lim୶→ୟ൫fሺxሻ േ gሺxሻ൯ ൌ Lଵ േ Lଶ (Salvo en casos de േሺ∞ െ∞ሻ que da lugar a indeterminación) 

 lim୶→ୟ൫fሺxሻ ൉ gሺxሻ൯ ൌ Lଵ ൉ Lଶ (Salvo en el caso de que sea 0 y el otro േ∞ que dará lugar a 

indeterminación) 

 lim୶→ୟ ቀ
୤ሺ୶ሻ

୥ሺ୶ሻ
ቁ ൌ

୐భ
୐మ

 (Salvo si ambas son 0 ó േ∞ que dará lugar a indeterminación) 

 lim୶→ୟ൫fሺxሻ୥
ሺ୶ሻ൯ ൌ Lଵ

୐మcon	fሺxሻ ൒ 0 (Salvo con Lଵ ൌ 1	y	Lଶ ൌ േ∞, Lଵ ൌ ∞		y	Lଶ ൌ 0, 

Lଶ ൌ Lଵ ൌ 0 que dará lugar a indeterminación) 

 L േ ∞ ൌ േ∞	con	L ∈ Թ 
 ∞൅∞ ൌ ∞ 
 െ∞െ∞ ൌ െ∞ 

 
୐

ሺേஶሻ
ൌ 0, si	L ∈ Թ 

 
േஶ

୐
ൌ SignoሺLሻ ൉ ሺേ∞ሻ, si	L	 ∈ Թ െ ሼ0ሽ 

 L ൉ ሺേ∞ሻ ൌ SignoሺLሻ ൉ േ∞, L ∈ Թ ∪ ሼേ∞ሽ െ ሼ0ሽ 
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Proposición 
Sean f y g dos funciones tales que: lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ Lଵ ് 0	y	 lim୶→ୟ gሺxሻ ൌ 0,⇒ 

 lim୶→ୟ
୤ሺ୶ሻ

୥ሺ୶ሻ
ൌ ∞	si	

୤ሺ୶ሻ

୥ሺ୶ሻ
൐  ܽ	݁݀	݋݀݅ܿݑ݀݁ݎ	݋݊ݎ݋ݐ݊݁	݊ݑ	݊݁	0

 lim୶→ୟ
୤ሺ୶ሻ

୥ሺ୶ሻ
ൌ െ∞	si	

୤ሺ୶ሻ

୥ሺ୶ሻ
൏  ܽ	݁݀	݋݀݅ܿݑ݀݁ݎ	݋݊ݎ݋ݐ݊݁	݊ݑ	݊݁	0

 ∄	lim୶→ୟ
୤ሺ୶ሻ

୥ሺ୶ሻ
	en	el	resto	de	casos 

5.1. Tipos de indeterminaciones 
଴

଴
,
ஶ

ஶ
, 0 ൉ ∞,∞ െ∞, 1ஶ,∞଴, 1ஶ,∞଴, 0଴son las distintas indeterminaciones que surgen al utilizar 

la aritmética de límites. Suponemos que f y g son dos funciones definidas en un entorno 
reducido de a ∈ Թሼേ∞ሽ. 
Definición 
Diremos que f y g son equivalentes en a y lo denotaremos por f~g (ó por fሺxሻ~gሺxሻ cuando 

x → a) si lim୶→ୟ
୤ሺ୶ሻ

୥ሺ୶ሻ
ൌ 1 

Proposición 
Si f y g son equivalentes en a y ∃ lim୶→ୟ fሺxሻ ∈ Թ ∪ ሼേ∞ሽ,⇒ 	∃ lim୶→ୟ gሺxሻ	y además 
lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ lim୶→ୟ gሺxሻ 
Proposición 
Si f y g son equivalentes en a ⇒ f୮yg୮ son equivalentes en a (siempre que tengan sentido 
f ୮yg୮) 

Proposición 
Si ∃ lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ L ് 0 y es finito ⇒ fሺxሻ~L cuando x → a 

Definición 
Diremos que f y g son infinitésimos equivalentes en a si f y g son equivalentes en a y 
lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ lim୶→ୟ gሺxሻ ൌ 0 
 

5.1.1. Principio de sustitución 
Si fሺxሻ~gሺxሻ cuando x → a ⇒ se verificará: 

 lim୶→ୟ fሺxሻ ൉ Fሺxሻ ൌ lim୶→ୟ gሺxሻ ൉ Fሺxሻ 

 lim୶→ୟ
୊ሺ୶ሻ

୤ሺ୶ሻ
ൌ lim୶→ୟ

୊ሺ୶ሻ

୥ሺ୶ሻ
 

5.2. Infinitésimos equivalentes 
Para lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ 0 

 sin fሺxሻ~fሺxሻ 
 arctg	fሺxሻ~fሺxሻ 
 tan fሺxሻ~fሺxሻ 

 cos fሺxሻ~
ሾ୤ሺ୶ሻሿమ

ଶ
 

 ln൫1 ൅ fሺxሻ൯~ fሺxሻ 

 e୤ሺ୶ሻ െ 1~fሺxሻ 
 b୤ሺ୶ሻ െ 1~fሺxሻ ൉ ln b si	ሺb ൐ 0ሻ 

 ൫1 ൅ fሺxሻ൯
୮
െ 1~pfሺxሻ 

5.2.1. Ejemplos 

1. lim୶→଴
୪୬൫ଵାଷ୶మ൯

୶ ୱ୧୬ ୶
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 ln൫1 ൅ fሺxሻ൯~fሺxሻ	si	fሺxሻ → 0 particularizando 3xଶ ൌ 0, por tanto lnሺ1 ൅ 3xଶሻ~3xଶ 

 sin fሺxሻ~ fሺxሻ si fሺxሻ → 0 particularizando x ൌ 0 → sin x~x 

Así lim୶→଴
୪୬൫ଵାଷ୶మ൯

୶ ୱ୧୬ ୶
→ lim

୶→଴

ଷ୶మ

୶మ
	→ lim

୶→଴
3 ൌ 3 

lim
୶→଴

e୶ ୡ୭ୱ
మ ୶ െ 1

arctgሺx cos xሻ
 

 e୤ሺ୶ሻ െ 1~fሺxሻ	si	fሺxሻ → 0 particularizando x cosଶ x ൌ 0, por tanto e୶ ୡ୭ୱ
మ ୶ െ 1~x cosଶ x 

 arctg൫fሺxሻ൯~fሺxሻ		si fሺxሻ → 0particularizando x cos x ൌ 0, por tanto arctgሺx cos xሻ~x cos x 

Así lim୶→଴
ୣ౮ౙ౥౩

మ ౮ିଵ

ୟ୰ୡ୲୥ሺ୶ ୡ୭ୱ ୶ሻ
→ lim

୶→଴

୶ ୡ୭ୱమ ୶

୶ ୡ୭ୱ ୶
	→ lim

୶→଴
cos x ൌ 1 

 

5.2.2. Ordenes de infinitud 
 

Sean a ൐ 0, ܾ ൐ ܿ	ݕ	1 ൐ 0. Se verificará que: 

 lim୶→ஶ
୶౗౮

ୠ౮
ൌ ∞ 

 lim୶→ஶ
ୠ౮

୶ౙ
ൌ ∞ 

 lim୶→ஶ
୶ౙ

୪୬ ୶
ൌ ∞ 

En el orden de infinitud de 
 
 

ln x ൏ xୡ ൏ b୶ ൏ xୟ୶ 

5.2.3. Ejemplos 

1. lim୶→଴శ x
୰ ln x ൌ 0	 para	r ൐ 0; si realizamos el cambio x ൌ 1 yൗ  , tendremos que: 

lim
୶→଴శ

x୰ ln x ൌ lim
୷→ஶ

ln൫1 yൗ ൯

y୰
	 ൌ lim

୷→ஶ

െ ln y
y୰

ൌ lim
୷→ஶ

െ1
y୰
ln y

ൌ 0 

El límite del denominador es ∞ según la proposición, por tanto, el límite que queríamos calcular 
será 0. (Ver segunda proposición de 5. Indeterminaciones si el cambio no quedó claro). 

2. lim୶→଴శ x
୰ ൉ 2୶ ൌ 0	para	r ൐ 0; si realizamos el cambio x ൌ 1 yൗ  , tendremos que: 

lim
୶→଴శ

x୰ ൉ 2୶ ൌ lim
୶→଴శ

2
ଵ ୷ൗ

y୰
ൌ 0 

 
El límite del denominador es ∞ según la proposición, por tanto, el límite que queríamos calcular 
será 0. 

5.3. Regla de L’hôpital 
 

Sean f y g dos funciones definidas y derivables en un entorno reducido de ݔ଴ ∈ Թ ∪ ሼേ∞ሽ sí ∃ 

lim୶→୶బ
୤ᇲሺ୶ሻ

୥ᇲሺ୶ሻ
ൌ L ∈ Թሼേ∞ሽ y han de verificarse alguna de las tres condiciones. 

 lim୶→୶బ fሺxሻ ൌ lim୶→୶బ gሺxሻ ൌ 0 

 lim୶→୶బ gሺxሻ ൌ ∞ 

 lim୶→୶బ gሺxሻ ൌ െ∞ 
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Entonces ∃	݈݅݉௫→௫బ
௙ሺ௫ሻ

௚ሺ௫ሻ
ൌ ݈݅݉௫→௫బ

௙ᇲሺ௫ሻ

௚ᇲሺ௫ሻ
ൌ  esta regla sirve para los límites laterales , ܮ

5.3.1. L’hôpital directa 

Es aplicable a las indeterminaciones del tipo 
଴

଴
	݁

ஶ

ஶ
	 

lim
୶→଴

e୶ െ cosଶ x
x

ൌฎ
୧୬ୢ 0

0
 

Llamamos  
fሺxሻ ൌ e୶ െ cosଶ x 	y	gሺxሻ ൌ x ambas funciones son derivables en Թ, y se verifica que 

lim
୶→଴

fሺxሻ ൌ lim
୶→଴

gሺxሻ ൌ 0 

 
f ᇱሺ୶ሻ ൌ e୶ ൅ 2 cos x ൉ sin x	 y	g′ሺxሻ ൌ 1 

 

Como lim୶→଴
୤ᇱሺ୶ሻ

୥ᇱሺ୶ሻ
ൌ lim୶→଴

ୣ౮ାଶୡ୭ୱ ୶൉ୱ୧୬ ୶

ଵ
ൌ 1 

 
Entonces 

lim
୶→଴

fሺxሻ

gሺxሻ
ൌ lim

୶→଴

e୶ െ cosଶ x
x

ൌ 1 

 

5.3.2. L’hôpital indirecta 

 0 ൉ ∞: Para resolver indeterminaciones 0 ൉ ∞ podemos aplicar la igualdad y ൉ z ൌ
୷

ቀ
భ
౰
ቁ
 

antes de la regla de L’hôpital, transformando la indeterminación en un tipo 
଴

଴
	ó	

ஶ

ஶ
	. 

lim
୶→଴శ

x lnሺsin xሻ ൌ lim
୶→଴

lnሺsin xሻ
1 xൗ

 

Llamamos  

fሺxሻ ൌ lnሺsin xሻ → f′ሺxሻ ൌ
cos x
sin x

 

gሺxሻ ൌ
1
x
ൌ ሺxሻିଵ → g′ሺxሻ ൌ െሺxሻିଶ →

െ1
xଶ

 

Ambas funciones son derivables en ሺ0,∞ሻ y se verifica que lim୶→଴శ gሺxሻ ൌ ∞ como: 

lim
୶→଴శ

f′ሺxሻ

g′ሺxሻ
ൌ lim

୶→଴శ

cos x
sin x
െ1
xଶ

ൌ
െxଶ cos x

x
→ lim

୶→଴శ
െ x cos x ൌ 0 

Entonces 

lim
୶→଴శ

fሺxሻ

gሺxሻ
ൌ lim

୶→଴శ

lnሺsin xሻ
1 xൗ

ൌ lim
୶→଴

x lnሺsin xሻ ൌ 0 

 ∞െ∞: Para resolver las indeterminaciones de este tipo se aplica z ൌ lnሺe୸ሻ antes de 
aplicar la regla de L’hôpital, transformándose en una indeterminación del tipo 

ஶ

ஶ
 

lim
୶→଴శ

ቀ
cos x
x

൅ ln xቁ ൌ ∞െ∞ 

Transformamos 

lim
୶→଴శ

ቀ
cos x
x

൅ ln xቁ ൌ ൜
cos x
x

൅ ln x ൌ ln ൬eቀ
ୡ୭ୱ ୶
୶ ା୪୬ ୶ቁ൰ൠ → lim

୶→଴శ
ln ቀxe

ୡ୭ୱ ୶
୶ ቁ 
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Calculemos el límite de la función que está dentro del logaritmo 
 

lim
୶→଴శ

xe
ୡ୭ୱ ୶
୶  

Transformemos la indeterminación 0 ൉ ∞ en una del tipo 
ஶ

ஶ
 

lim
୶→଴శ

xe
ୡ୭ୱ ୶
୶ ൌ lim

୶→଴శ

xe
ୡ୭ୱ ୶
୶

1 xൗ
ൌ lim

୶→଴శ

fሺxሻ

gሺxሻ
 

Ahora aplicamos L’hôpital directa 

fሺxሻ ൌ e
ୡ୭ୱ ୶
୶ → f ᇱሺxሻ ൌ

e
ୡ୭ୱ ୶
୶ ൉ ሺെx sin x െ cos xሻ

xଶ
 

gሺxሻ ൌ
1
x
ൌ ሺxሻିଵ → gᇱሺxሻ ൌ െሺxሻିଶ →

െ1
xଶ

 

lim
୶→଴శ

െሺx sin x ൅ cos xሻe
ୡ୭ୱ ୶
୶

xଶ
െ1
xଶ

→ lim
୶→଴శ

ቆx sin xᇣᇤᇥ
଴

൅ cos xቇ e
ୡ୭ୱ ୶
୶ → lim

୶→଴శ
cos x e

ୡ୭ୱ ୶
୶ ൌ ∞ 

Luego el límite de  
୤ᇲ

୥ᇲ
ൌ ൅∞ y como consecuencia de esto el límite de 

୤

୥
 también es ൅∞	, por 

tanto 

lim
୶→଴శ

ቀ
cos x
x

൅ ln xቁ ൌ lim
୶→଴శ

lnቌ
e
ୡ୭ୱ ୶
୶

1 xൗ
ቍ ൌ ∞ 

 0଴,∞଴, 1ஶ: La regla de L’hôpital puede aplicarse a la resolución de indeterminaciones 
de este tipo mediante el cambio y୸ ൌ e୸ ln y 

lim
୶→଴

ሺcos xሻ
ଵ
ୱ୧୬ ୶ൗ  

Transformando 
y ൌ cos x

z ൌ 1
sin xൗ ቋ lim

୶→଴
e൫
ଵ
ୱ୧୬ ୶ൗ ൯൉୪୬ሺୡ୭ୱ ୶ሻ ൌ lim

୶→଴
e
୪୬ሺୡ୭ୱ ୶ሻ
ୱ୧୬ ୶  

 
Calculemos el límite del exponente 

lim
୶→଴

lnሺcos xሻ

sin x
 

Definimos  

fሺxሻ ൌ lnሺcos xሻ → f ᇱሺxሻ ൌ
െsin x
cos x

	y	gሺxሻ ൌ sin x → gᇱሺxሻ ൌ cos x 

Estas dos funciones son derivables en ቀെ
஠

ଶ
,
஠

ଶ
ቁ verificándose que  

lim
୶→଴

fሺxሻ ൌ lim
୶→଴

gሺxሻ ൌ 0 

Como 

lim
୶→଴

f ᇱሺxሻ

gᇱሺxሻ
ൌ lim

୶→଴

െ sin x
cos x
cos x

→ lim
୶→଴

െ sin x
cosଶ x

ൌ 0 

Entonces 

lim
୶→଴

lnሺcos xሻ

sin x
ൌ 0 

De donde 

lim
୶→଴

ሺcos xሻ
ଵ

ୱ୧୬ ୶ ൌ lim
୶→଴

e
୪୬ሺୡ୭ୱ ୶ሻ
ୱ୧୬ ୶ ൌ e଴ ൌ 1 
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6. Continuidad 
6.1. Continuidad de una función en un punto 

Definición 
Sea f una función definida en un entorno de un punto a. Diremos que f es continua en a, si 
∃ lim୶→ୟ fሺxሻ, es finito y coincide con el valor de fሺaሻ, es decir,  lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ fሺaሻ. 
Proposición 
Si f y g son continuas en a, entonces: 

1- f േ g	es	continua	en	a. 
2- f ൉ g	es	continua	en	a. 

3- f gൗ es	continua	en	a	si	gሺaሻ ് 0. 

Corolario 

1- Toda función polinómica es continua en todo punto de Թ. 
2- Toda función racional es continua en todo punto de Թ, salvo en aquellos puntos que 

anulan el denominador. 

Teorema 
Si f es continua en a y g es continua en fሺaሻ, entonces la función g ○ f es continua en a. (Ver 
ejemplo 2.1) 

6.2. Tipos de discontinuidades 
 

Discontinuidad൞

Evitable																																																																		

Esencial ൝
De	1ୟ	especie ቄ De	salto	finito

De	salto	infinito
De	2ୟ	especie																																				

 

 Discontinuidad evitable 

Diremos que una función f tiene una discontinuidad evitable en a si ∃ lim୶→ୟ fሺxሻ y es finito, 
pero ∄	fሺaሻ ó bien fሺaሻ ് lim୶→ୟ fሺxሻ. Es decir, ocurre cuando existen el límite y la imagen pero 
son distintas; y también ocurre cuando existe límite pero no la imagen. (Ver ejemplo 1) 
 

 Discontinuidad de salto finito 

Diremos que una función f tiene una discontinuidad de salto finito en a si ∃ y son finitos los 
límites laterales lim୶→ୟష fሺxሻ y lim୶→ୟశ fሺxሻ, pero son distintos. (Ver ejemplo 2.2) 

 Discontinuidad de salto infinito 

Diremos que una función f tiene una discontinuidad de salto infinito en a si ∃ y son infinitos 
cualquiera de los límites laterales lim୶→ୟష fሺxሻ ൌ∞ ó lim୶→ୟశ fሺxሻ ൌ ∞. (Ver ejemplo 3) 

Diremos que una función f tiene una discontinuidad de primera especie en a, si la 
discontinuidad es evitable, de salto finito o infinito. En cualquier otro caso diremos que la 
discontinuidad es de segunda especie. 
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6.3. Continuidad en intervalo 
Definición 

 Diremos que la función f es continua por la derecha en a si lim୶→ୟశ fሺxሻ ൌ fሺaሻ. 
 Diremos que la función f es continua por la izquierda en a si	lim୶→ୟష fሺxሻ ൌ fሺaሻ. 

Una función f es continua en a ↔ f es continua por la derecha y por la izquierda de a. 

Tipos de intervalos 

 Intervalo abierto ሺa, bሻ: Sea I ∈ Թ un intervalo abierto diremos que f es continua en I si 
lo es en cada punto de I. 

 Intervalo abierto por la izquierda, cerrado por la derecha	ሺa,bሿ: Diremos que f es 
continua en ሺa,bሿ si es continua en ሺa, bሻ y continua por la izquierda en b. 

 Intervalo cerrado por la izquierda, abierto por la derecha ሾa,bሻ: Diremos que f es 
continua en ሾa,bሻ si es continua en ሺa, bሻ y continua por la derecha en a. 

 Intervalo cerrado ሾa, bሿ: Diremos que f es continua en ሾa, bሿ si es continua en ሺa, bሻ, 
continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b. 

6.3.1 Ejemplos 

1. Estudia la continuidad en x ൌ 2 de  
୶మିହ୶ା଺

୶ିଶ
	 

Primero realizamos la imagen 

fሺ2ሻ ൌ
0
0
	∄ 

A continuación realizamos los límites 

lim
୶→ଶ

xଶ െ 5x ൅ 6
x െ 2

ൌ
0
0
→

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ lim

୶→ଶష
f ൌ

ሺx െ 2ሻሺx െ 3ሻ
ሺx െ 2ሻ

ൌ 1

lim
୶→ଶశ

f ൌ
ሺx െ 2ሻሺx െ 3ሻ

ሺx െ 2ሻ
ൌ െ1

ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

Discontinuidad	evitable 

2. Estudia la continuidad 

fሺxሻ ൌ ൝
2 െ x	si	x ൏ 1
xଶ	si	1 ൑ x ൑
x െ 3	si	x ൐ 2

2 

 
2.1- Continuidad en x ൌ 1 
Primero realizamos la imagen 

fሺ1ሻ ൌ 1ଶ ൌ 1 
 
A continuación realizamos los límites  
 

lim
୶→ଵష

f ൌ ሺ2 െ 1ሻ ൌ 1

lim
୶→ଵశ

f ൌ ሺ1ଶሻ ൌ 1
ൡ ∃ lim

୶→ଵ
f ൌ 3	 ∴ fሺxሻ ൌ es	continua	en	Թ 

2.2- Continuidad en x ൌ 2 
Primero realizamos la imagen 

fሺ2ሻ ൌ ሺ2ଶሻ ൌ 4 
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A continuación realizamos los límites 
 

lim
୶→ଶష

f ൌ ሺ2ଶሻ ൌ 1

lim
୶→ଶశ

f ൌ ሺ2 െ 3ሻ ൌ 1
ൡ ∃ lim

୶→ଶ
f 	 ∴ discontinuidad	de	salto	finito 

3. Estudia la continuidad en x ൌ 3 de fሺxሻ ൌ
୶మାଵ

୶ିଷ
	 

Primero realizamos la imagen 

fሺ3ሻ ൌ
10
0
	∄ 

A continuación realizamos los límites  

lim
୶→ଷ

xଶ ൅ 1
x െ 3

ൌ
10
0
→

ە
۔

ۓ lim
୶→ଶష

f ൌ
xଶ ൅ 1
x െ 3

ൌ
10
0ା

ൌ ൅∞

lim
୶→ଶశ

f ൌ
xଶ ൅ 1
x െ 3

ൌ
10
0ି

ൌ െ∞ۙ
ۘ

ۗ
Discontinuidad	de	salto	infinito 

4. Para la función, calcula los límites laterales: 

fሺxሻ ൌ ൜x
ଷ ൅ 1		x ൑ 1
x ൅ 4				x ൐ 1

 

 

lim
୶→ଵష

fሺxሻ ൌ lim
୶→ଵష

xଷ ൅ 1 ൌ 2 

lim
୶→ଵశ

fሺxሻ ൌ lim
୶→ଵశ

x ൅ 4 ൌ 5 

lim
୶→ଵశ

fሺxሻ ൌ 2 ് lim
୶→ଵష

fሺxሻ ൌ 5 

Por tanto, podemos decir que el límite de f en el punto 1 ∄ ya que los límites laterales son 
distintos. 

6.4. Teorema de Bolzano 
 

Sea f una función continua en el intervalo cerrado ሾa, bሿ. Si fሺaሻ ൉ fሺbሻ ൏ 0, entonces existe un 
punto c ∈ ሺa, bሻ tal que fሺcሻ ൌ 0, es decir: 
Si f toma signo distinto en los extremos del intervalo entonces la función se anula en algún 
punto del interior del intervalo. 
*Si fሺaሻ ൉ fሺbሻ ൑ 0	entonces ∃	c ∈ ሾa, bሿ tal que fሺcሻ ൌ 0 
* El teorema de Bolzano no garantiza que el punto en el que se anula la función sea el único, lo 
que nos garantiza es que hay un punto en el que se anula, pero podría haber más. 
 

6.4.1. Ejemplos 
Tenemos una función fሺxሻ ൌ cos x en el intervalo ሾ0, 3πሿ 

En este intervalo la función verifica la hipótesis del teorema de Bolzano ya que fሺ0ሻ ൌ 1 y 
fሺ3πሻ ൌ െ1, por tanto, el teorema de Bolzano nos asegura que se anula en algún punto del 
intervalo ሺ0,3πሻ. 

De hecho la función se anula en 3 puntos  
஠

ଶ
,
ଷ஠

ଶ
	y
ହ஠

ଶ
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7. Calculo diferencial 
7.1 Derivación en un intervalo 

Definición de derivada 
Sea f definida en un entorno de un punto x଴ si ∃ (y éste es finito) el límite, entonces, diremos 
que la función fሺxሻ es derivable en el punto x଴ y llamaremos al límite derivada f en el punto x଴. 
 

lim
୦→଴

fሺx଴ ൅ hሻ െ fሺx଴ሻ

h
	ó	lim

୦→଴

fሺxሻ െ ሺx଴ሻ

xณ
୤୧୬ୟ୪

െ x଴ณ
୧୬୧ୡ୧ୟ୪

	si	x ൌ x଴ ൅ h 

7.1.1. Ejemplos 

1. Halla la derivada de la función fሺxሻ ൌ
ଶ

୶ାଵ
 en el punto x ൌ 3 aplicando la definición de la 

derivada. 

 fሺx଴ሻ → fሺ3ሻ ൌ
ଶ

ଷାଵ
→

ଵ

ଶ
 

 fሺx଴ ൅ hሻ → fሺ3 ൅ hሻ ൌ
ସ

ଷା୦ାଵ
→

ସ

ସା୦
 

 fሺx଴ ൅ hሻ െ fሺx଴ሻ ൌ
ଶ

ସା୦
െ

ଵ

ଶ
→

ସି୦ିସ

଼ାଶ୦
→

ି୦

଼ାଶ୦
 

 f′ሺx଴ሻ ൌ lim୦→଴
୤ሺ୶బା୦ሻି୤ሺ୶బሻ

୦
→

ష౞
ఴశమ౞

୦
→

ିଵ

ଶሺସା୦ሻ
→

ିଵ

଼
 

2. Halla la derivada de la función fሺxሻ ൌ xଷ en el punto x ൌ 1 aplicando la definición de la 
derivada. 

 fሺx଴ሻ → fሺ1ሻ ൌ 1ଷ ൌ 1 

 fሺx଴ ൅ hሻ → fሺ1 ൅ hሻ ൌ ሺ1 ൅ hሻଷ ൌ 1 ൅ 3h ൅ 3hଶ ൅ 3hଷ 

 fሺx଴ ൅ hሻ െ fሺx଴ሻ ൌ 1 ൅ 3h ൅ 3hଶ ൅ 3hଷ െ 1 ൌ 3h ൅ 3hଶ ൅ 3hଷ 

 f ᇱሺ୶బሻ ൌ lim୦→଴
୤ሺ୶బା୦ሻି୤ሺ୶బሻ

୦
→

ଷ୦ାଷ୦మାଷ୦య

୦
ൌ 3 ൅ 3h ൅ 3hଶ → 3 

Recta tangente 
Sea f: ሺa, bሻ → Թ derivable en un punto x଴ ∈ ሺa, bሻ ⇒ la pendiente de la recta tangente a la 
gráfica de f en el punto x଴	es	f ᇱሺxሻ y, por tanto, la ecuación de dicha recta es: 

y ൌ f ᇱሺx଴ሻሺx െ x଴ሻ ൅ fሺx଴ሻ 
7.1.2. Ejemplos 

1. Halla la recta tangente a la función 
݂ሺݔሻ ൌ  ଷ en el punto ݂ሺ1ሻݔ

 

y ൌ f ᇱሺx଴ሻሺx െ x଴ሻ ൅ fሺx଴ሻ → 
→ fᇱሺ1ሻሺx െ 1ሻ ൅ fሺ1ሻ → 

→ y ൌ 3 ൉ ሺx െ 1ሻ ൅ 1 → y ൌ 3x െ 2 
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Teorema 
Si f es derivable en x଴ ⇒ f	es	continua	en	x଴  
 

Derivadas laterales 
Sea ݂: ሾܽ, ܾሿ → Թ. Diremos que f es 

derivable por la derecha en el punto a si ∃ y 
es finito. 

 lim௛→଴శ
௙ሺ௔ା௛ሻି௙ሺ௔ሻ

௛
ൌ ା݂

ᇱሺܽሻ 

Diremos que es derivable por la izquierda 
en el punto b si ∃ y es finito. 

 lim௛→଴ష
௙ሺ௕ା௛ሻି௙ሺ௕ሻ

௛
ൌ ݂ିᇱሺܾሻ 

A este tipo de derivadas se les llama derivadas laterales 

Proposición 
Sea f definida en un entorno ݔ଴ ⇒ ݂ es derivable en ݔ଴ ↔ f es derivable en ݔ଴ ↔ f es derivable 
en ݔ଴ tanto por la derecha como por la izquierda y ା݂

ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ݂ିᇱሺݔ଴ሻ. En este caso: 
݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ݂ିᇱሺݔ଴ሻ ൌ ା݂

ᇱሺݔ଴ሻ 
7.1.3. Ejemplo 
 
Consideramos la función fሺxሻ ൌ |x|, sus 
derivadas son: 
 

 fାᇱ ሺ0ሻ ൌ lim୦→଴శ
୤ሺ଴ା୦ሻି୤ሺ଴ሻ

୦
ൌ

lim୦→଴శ
|୦|

୦
→ lim

୦→଴శ
୦

୦
ൌ 1 

 fିᇱ ሺ0ሻ ൌ lim୦→଴ష
୤ሺ଴ା୦ሻି୤ሺ଴ሻ

୦
ൌ

lim୦→଴ష
|୦|

୦
→ lim

୦→଴ష
ି୦

୦
ൌ െ1 

 
 

La función no es derivable ya que fିᇱ ሺ0ሻ ൌ െ1 ് fାᇱ ሺ0ሻ ൌ 1 

 

Definición 
Diremos que una función f es derivable en un intervalo I si es derivable en todos los puntos de I, 
entendiendo que en los extremos puede ser derivable sólo lateralmente. Es decir, según sea el 
intervalo I, tendremos los siguientes casos: 

 Si I ൌ ሺa, bሻ, f será derivable en I cuando lo sea en todos sus puntos. 

 Si I ൌ ሾa, bሻ, f será derivable en I cuando sea derivable en ሺa, bሻ y derivable por la 
derecha en el punto a. 

 Si I ൌ ሺa, bሿ, f será derivable en I cuando sea derivable en ሺa, bሻ y derivable por la 
izquierda en el punto b. 

 Si I ൌ ሾa, bሿ, f será derivable en I cuando sea derivable en ሺa, bሻ, derivable por la 
derecha en el punto a y derivable por la izquierda en el punto b. 

Definición 
Sea f: I → Թ derivable. A la función real de variable real; la llamaremos función derivable en f, 

y la representaremos como f ᇱሺxሻ ó 
ୢ୤

ୢ୶
; I → Թ; x~f ᇱሺxሻ 

Si f es derivable en I, su derivada vuelve a ser una función en este intervalo, y puede por tanto 
ser derivable. En este caso llamaremos derivada segunda de f, y denotaremos como ݂ᇱᇱሺݔሻ ó 
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ௗమ௙

ௗ௫మ
, a la función derivada de f ᇱሺxሻ. En general se define siguiendo un razonamiento inductivo 

de la derivada enésima de f que denotaremos por ݂ሺ௡ሻሺݔሻ como la derivada de ݂ሺ௡ିଵሻሺݔሻ. Se 

entiende que ݂ሺ଴ሻ ൌ ݂. 
 

Definición 
Sea f: I → Թ. Se dice que f ∈ ∁୬ሺIሻ, es decir, f es de clase ∁୬ en I, si f es n veces derivable en I y 
su derivada enésima es continua en el intervalo. En el caso de que f ∈ ∁୬ሺIሻ	∀n ∈ Գ se dice que 
f ∈ ∁ஶሺIሻ, es decir, que f es de clase ∁ஶ en I. 
Es equivalente que f ∈ ∁଴ሺIሻ a que f sea continua en el intervalo I. 
 

7.2. Fórmula de Leibniz 
Sean f y g dos funciones tales que ∃ f ሺ୬ሻሺx଴ሻ	y	g

ሺ୬ሻሺx଴ሻ entonces ∃	ሺf ൉ gሻ୬ሺx଴ሻ	y	ሺf ൉ gሻ୬ሺx଴ሻ ൌ 

ൌ෍ቀ
n
j ቁ

୬

୨ୀ଴

f ሺ୨ሻሺx଴ሻ	g
ሺ୬ି୨ሻሺx଴ሻ; Hemos	de	notar	analogía	entre	la	fórmula	de	Leibniz	y	el	binómio 

de	Newton:	ሺa ൅ bሻ୬ ൌ෍ቀ
n
j ቁ

୬

୨ୀ଴

a୨b୬ି୨; los	números	combinatorios	aparecen	en	la	fórmula	 

de Leibniz se definen de la siguiente forma: 

൬
h
j ൰ ൌ

h!
j! ሺn െ jሻ!

ൌ
nሺn െ 1ሻሺn െ 2ሻ… ሺh െ j ൅ 1ሻ

j!
 

 

7.2.1. Ejemplos 

1. La fórmula de Leibniz nos puede ahorrar mucho trabajo a la hora de calcular derivadas 
de orden alto de funciones. Calcular la derivada n-ésima de hሺxሻ ൌ xଶe୶ 

Llamamos fሺxሻ ൌ xଶ		y		gሺxሻ ൌ e୶ 
 

 gሺ୫ሻሺxሻ ൌ e୶∀	m ൐ 0 

 f′ሺxሻ ൌ 2x 

 f ᇱᇱሺ୶ሻ ൌ 2 

 f ሺ୬ሻሺxሻ ൌ 0			∀m ൐ 2 

Por tanto 

hሺ୬ሻሺxሻ ൌ෍ቀ
n
j ቁ f

ሺ୨ሻሺxሻ
୬

୨ୀ଴

gሺ୨ିଵሻሺxሻ ൌ ቀ
n
0ቁ x

ଶe୶ ൅ ቀ
n
1ቁ 2xe

୶ ൅ ቀ
n
2ቁ 2e

୶ ൌ 

ൌ ൫xଶ ൅ 2nx ൅ nሺn െ 1ሻ൯e୶ 

 

7.3. Propiedades de las funciones derivables 
 

7.3.1. Teorema de Rolle 
Sea f: ሾa, bሿ → Թ, continua en ሾa, bሿ y derivable en ሺa, bሻ tal que fሺaሻ ൌ fሺbሻ ⇒ ∃x଴ ∈ ሺa, bሻ tal 
que f ᇱሺx଴ሻ ൌ 0 
 

Corolario 
Sea f: ሾa, bሿ → Թ, continua en ሾa, bሿ y derivable en ሺa, bሻ tal que f ᇱሺx଴ሻ ് 0	∀x଴ ∈ ሺa, bሻ ⇒ es 
inyectiva en ሾa, bሿ. 
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7.3.2. Teorema del valor medio de Lagrange 
Sea f: ሾa, bሿ → Թ, continua en ሾa, bሿ y derivable en ሺa, bሻ ⇒ ∃ algún punto x଴ ∈ ሺa, bሻ que 
verifica la igualdad: 

f ᇱሺ୶బሻ ൌ
fሺbሻ െ fሺaሻ

b െ a
ó	fሺbሻ െ fሺaሻ ൌ f′ሺx଴ሻሺb െ aሻ 

El teorema anterior también se conoce como el Teorema de los incrementos finitos. 
 

Proposición 
Sea f	ሾa,	bሻ → Թ, continua en ሾa, bሻ y derivable en ሺa, bሻ si ∃ lim୶→ୟశ f′ሺxሻ y es finito	⇒ f es 
derivable por la derecha en “a”: 
 

f′ାሺaሻ ൌ lim
୶→ୟశ

f′ሺxሻ 

Se obtiene análogo resultado por derivadas por la izquierda. 
 

7.3.2.1. Ejemplos 
Consideremos la función: 

fሺxሻ ൌ ቄsin x 	si	x ൏ 0
				xଶ		si	x ൒ 0

 

Para estudiar su derivabilidad en x ൌ 0 comenzaremos estudiando su continuidad: 
 

lim
௫→଴శ

݂ሺݔሻ ൌ lim
௫→଴శ

ଶݔ ൌ 0 lim
௫→଴ష

݂ሺݔሻ ൌ lim
௫→଴ష

sin ݔ ൌ 0 

 
Los límites laterales son iguales y coinciden con el valor de la función en 0, luego es continua. 
Consideremos ahora la derivada de f para ݔ ് 0. 

f ᇱሺxሻ ൌ ቄcos x 	si	x ൏ 0
		2x					si	x ൐ 0

 

Estudiamos los límites laterales en 0 d ݂ᇱ 
lim
௫→଴శ

݂ሺݔሻ ൌ lim
௫→଴శ

ݔ2 ൌ 0 

lim
௫→଴ష

݂ሺݔሻ ൌ lim
௫→଴ష

cos ݔ ൌ 1 

Como f es continua y ∃	lim௫→଴శ ݂
ᇱሺݔሻ, según la proposición, también ∃ ା݂

ᇱሺ0ሻ ൌ lim
௫→଴శ

݂ᇱሺݔሻ ൌ 0 

El mismo razonamiento para el límite por la izquierda que ∃ ݂ିᇱሺ0ሻ ൌ lim
௫→଴ష

݂ᇱሺݔሻ ൌ 1 luego, f es 

derivable por la derecha y por la izquierda en 0 pero no es derivable ya que las derivadas 
laterales no coinciden. 

 
Continua pero no derivable en 0 
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7.4. Desarrollo del polinomio de Taylor 
Definición 
Sea una función n veces derivable en un punto. Llamaremos polinomio de Taylor de grado n de 
f en el punto x଴ a: 

P୬,୶బሺxሻ ൌ fሺx଴ሻ ൅ f ᇱሺx଴ሻሺx െ x଴ሻ ൅
f ᇱᇱሺx଴ሻ

2!
ሺx െ x଴ሻଶ ൅ ⋯൅

f୬ሺx଴ሻ

n!
ሺx െ x଴ሻ୬ 

Definición 
Llamaremos resto del polinomio de Taylor de grado n de f en x଴ a la diferencia entre la función 
y sus polinomios de Taylor, es decir: 

R୬,୶బሺxሻ ൌ fሺxሻ െ P୬,୶బሺxሻ 

7.4.1. Polinomios de Taylor de grado k en	x଴ ൌ 0 
 

fሺxሻ P୩,଴ሺxሻ k 
 

e୶ 1 ൅ x ൅
xଶ

2!
൅ ⋯൅

x୬

n!
ൌ෍

x୨

j!

୬

୨ୀ଴

 
 

n 

 
sin x x െ

xଷ

3!
൅
xହ

5!
൅ ⋯൅ ሺെ1ሻ୬

xଶ୬ାଵ

ሺ2n ൅ 1ሻ!
ൌ෍ሺെ1ሻ୨

xଶ୨ାଵ

ሺ2j ൅ 1ሻ!

୬

୨ୀ଴

 
 
2n ൅ 1 

 
cos x 1 െ

xଶ

2!
൅
xସ

4!
൅ ⋯൅ ሺെ1ሻ୬

xଶ୬

ሺ2nሻ!
ൌ෍ሺെ1ሻ୨

xଶ୨

ሺ2jሻ!

୬

୨ୀ଴

 
 

2n 

 
lnሺ1 ൅ xሻ x െ

xଶ

2
൅
xଷ

3
൅⋯൅ ሺെ1ሻ୬ାଵ

x୬

n
ൌ෍ሺെ1ሻ୨ାଵ

x୨

j

୬

୨ୀଵ

 
 

n 

 
ሺ1 ൅ xሻ஑ 1 ൅ αx ൅⋯൅

aሺα െ 1ሻ…൅ ሺα െ n ൅ 1ሻ

n!
ൌ෍ቀ

α
j ቁ x

୨

୬

୨ୀ଴

 
 

n 

1
1 െ x

 1 ൅ x ൅ xଶ ൅⋯൅ x୬ ൌ෍x୨
୬

୨ୀ଴

 
 

n 

 
7.4.2. Ejemplos 

1. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de e୶	en	x଴ ൌ 0 y buscar una 
aproximación para el valor x ൌ 0,2. 

Termino general del polinomio de Taylor 
 

f ୬ሺx଴ሻ

n!
൉ ሺx െ x଴ሻ୬ 

 

Recuerdo de factoriales 
! Factorial: los naturales desde el número  
                hasta llegar al 1 
             Ejemplo:		3! ൌ 3 ൉ 2 ൉ 1 

Calculamos las derivadas 
 

fሺxሻ ൌ e୶ 

f ୍ሺxሻ ൌ e୶ 

f ୍୍ሺxሻ ൌ e୶ 

f ୍୍୍ሺxሻ ൌ e୶ 

f ୍୚ሺxሻ ൌ e୶ 

f୚ሺ0ሻ ൌ e୶ 
Damos el valor 

 
fሺ0ሻ ൌ 1 

f ୍ሺ0ሻ ൌ 1 

f ୍୍ሺ0ሻ ൌ 1 

f ୍୍୍ሺ0ሻ ൌ 1 
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f ୍୚ሺ0ሻ ൌ 1 f୚ሺ0ሻ ൌ 1 

Por	tanto	el	polinomio	será	Pହ,଴ሺxሻ ൌ෍
x୨

j!

ହ

୨ୀ଴

 

fሺ0ሻ ൅ f ୍ሺ0ሻሺx െ 0ሻ ൅ f ୍୍ሺ0ሻ
ሺx െ 0ሻଶ

2!
൅ f ୍୍୍ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻଷ

3!
൅ f ୍୚ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻସ

4!
൅ f୚ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻହ

5!
→ 

→ 1 ൅ x ൅
xଶ

2!
൅
xଷ

3!
൅
xସ

4!
൅
xହ

5!
‖Aproximación → x ൌ 0,2 

1 ൅ 0,2 ൅
ሺ0,2ሻଶ

2!
൅
ሺ0,2ሻଷ

3!
൅
ሺ0,2ሻସ

4!
൅
ሺ0,2ሻହ

5!
≅
458
375

 

2. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de sin x 	en	x଴ ൌ 0 y buscar una 
aproximación para el valor x ൌ 0,2. 

Calculamos las derivadas 
 

fሺxሻ ൌ sin x 

f ୍ሺxሻ ൌ cos x	 
f ୍୍ሺxሻ ൌ െ sin x 

f ୍୍୍ሺxሻ ൌ െcos x 

f ୍୚ሺxሻ ൌ sin x 

f ୍୚ሺxሻ ൌ cos x 
 

Damos el valor 
 

fሺ0ሻ ൌ 0 

f ୍ሺ0ሻ ൌ 1 

f ୍୍ሺ0ሻ ൌ 0 

f ୍୍୍ሺ0ሻ ൌ െ1 

f ୍୚ሺ0ሻ ൌ 0 

f ୍୚ሺ0ሻ ൌ 1

Por	tanto	el	polinomio	buscado	será	Pହ,଴ሺxሻ ൌ෍ሺെ1ሻ୨
xଶ୨ାଵ

ሺ2j ൅ 1ሻ!

ହ

୨ୀ଴

 

 

fሺ0ሻต
଴

൅ f ୍ሺ0ሻሺx െ 0ሻ ൅
f ୍୍ሺ0ሻሺx െ 0ሻଶ

2!ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
଴

൅
f ୍୍୍ሺ0ሻሺx െ 0ሻଷ

3!
൅
f ୍୚ሺ0ሻሺx െ 0ሻ

4!ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
଴

൅
f୚ሺ0ሻሺx െ 0ሻ

5!
→ 

→ x െ
xଷ

3!
൅
xହ

5!
‖Aproximación → x ൌ 0,2 

0,2 െ
ሺ0,2ሻଷ

3!
൅
ሺ0,2ሻହ

5!
≅
151
750

 

 

3. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de ܿݏ݋ ݔ ଴ݔ	݊݁	 ൌ 0 y buscar una 
aproximación para el valor ݔ ൌ 0,2. 

Calculamos las derivadas 
 

fሺxሻ ൌ cos x 

f ୍ሺxሻ ൌ െsin x 

f ୍୍ሺxሻ ൌ െ cos x 

f ୍୍୍ሺxሻ ൌ sin x 

f ୍୚ሺxሻ ൌ cos x 
f ୴ሺxሻ ൌ െ sin x 

Damos el valor 
 

fሺ0ሻ ൌ 1 

f ୍ሺ0ሻ ൌ 0 

f ୍୍ሺ0ሻ ൌ െ1 

f ୍୍୍ሺ0ሻ ൌ 0 

f ୍୚ሺ0ሻ ൌ 1 

f୚ሺ0ሻ ൌ 0 
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Por	tanto	el	polinomio	buscado	será	Pହ,଴ ൌ෍ሺെ1ሻ୨
xଶ୨

ሺ2jሻ!

ହ

୨ୀ଴

 

fሺ0ሻ ൅ f ୍ሺ0ሻሺx െ 0ሻᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
଴

൅ f ୍୍ሺ0ሻ
ሺx െ 0ሻଶ

2!
൅ f ୍୍୍ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻଷ

3!ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
଴

൅ f ୍୚ሺ0ሻ
ሺx െ 0ሻସ

4!
൅ f୚ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻହ

5!ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
଴

→ 

→ 1 െ
xଶ

2!
൅
xସ

4!
‖Aproximación → x ൌ 0,2 

1 െ
ሺ0,2ሻଶ

2!
൅
ሺ0,2ሻସ

4!
≅
49
50

 

 

4. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de lnሺx ൅ 1ሻ en	x଴ ൌ 0 y buscar una 
aproximación para el valor x ൌ 0,2. 

Calculamos las derivadas 
 

fሺxሻ ൌ lnሺx ൅ 1ሻ 

f ୍ሺxሻ ൌ
1

x ൅ 1
 

f ୍୍ሺxሻ ൌ
െ1

ሺx ൅ 1ሻଶ
 

f ୍୍୍ሺxሻ ൌ
2

ሺx ൅ 1ሻଷ
 

f ୍୚ሺxሻ ൌ
െ6

ሺx ൅ 1ሻସ
 

f୚ሺxሻ ൌ
24

ሺx ൅ 1ሻହ
 

Damos el valor 
 

fሺ0ሻ ൌ 1 

f ୍ሺ0ሻ ൌ 1 

f ୍୍ሺ0ሻ ൌ 1 

f ୍୍୍ሺ0ሻ ൌ 2 

f ୍୚ሺ0ሻ ൌ െ6 

f୚ሺ0ሻ ൌ 24 

Por	tanto	el	polinomio	buscado	será	Pହ,଴ ൌ෍ሺെ1ሻ୨ାଵ
x୨

j

ହ

୨ୀଵ

 

fሺ0ሻ ൅ f ୍ሺ0ሻሺx െ 0ሻ ൅ f ୍୍ሺ0ሻ
ሺx െ 0ሻଶ

2!
൅ f ୍୍୍ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻଷ

3!
൅ f ୍୚ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻସ

4!
൅ f୚ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻହ

5!
→ 

→ 1 ൅ x െ
xଶ

1 ൉ 2
൅

2 ൉ xଷ

1 ൉ 2 ൉ 3
൅

2 ൉ 3 ൉ xସ

1 ൉ 2 ൉ 3 ൉ 4
൅

2 ൉ 3 ൉ 4 ൉ xହ

1 ൉ 2 ൉ 3 ൉ 4 ൉ 5
→ 1 ൅ x െ

x2

2
൅
x3

3
െ
x4

4
൅
x5

5
→ 

‖Aproximación → x ൌ 0,2 → 1 ൅ ሺ0,2ሻ െ
ሺ0,2ሻଶ

2
൅
ሺ0,2ሻଷ

3
െ
ሺ0,2ሻସ

4
൅
ሺ0,2ሻହ

5
≅
887
750

 

5. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de ሺ1 ൅ xሻ଺en	x଴ ൌ 0 y buscar una 
aproximación para el valor x ൌ 0,2. 

Calculamos las derivadas 
 

fሺxሻ ൌ ሺ1 ൅ xሻ଺ 

f ୍ሺxሻ ൌ 6ሺ1 ൅ xሻହ 

f ୍୍ሺxሻ ൌ 30ሺ1 ൅ xሻସ 

f ୍୍୍ሺxሻ ൌ 120ሺ1 ൅ xሻଷ 

f ୍୚ሺxሻ ൌ 360ሺ1 ൅ xሻଶ 

f୚ሺxሻ ൌ 720ሺ1 ൅ xሻ 
 

Damos el valor 
 

fሺ0ሻ ൌ 1 

f ୍ሺ0ሻ ൌ 6 

f ୍୍ሺ0ሻ ൌ 30 

f ୍୍୍ሺ0ሻ ൌ 120 

f ୍୚ሺ0ሻ ൌ 360 

f୚ሺ0ሻ ൌ 720



Apuntes	de	Matemáticas	
 

Jorge	Cerezo	Martínez	
hellosoyjorge@hotmail.com	 Página	38 

Por	tanto	el	polinomio	buscado	será	෍൬
6
j ൰ x

୨

଺

୨ୀ଴

 

fሺ0ሻ ൅ f ୍ሺ0ሻሺx െ 0ሻ ൅ f ୍୍ሺ0ሻ
ሺx െ 0ሻଶ

2!
൅ f ୍୍୍ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻଷ

3!
൅ f ୍୚ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻସ

4!
൅ f୚ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻହ

5!
→ 

→ 1 ൅ 6x ൅
2 ൉ 3 ൉ 5xଶ

1 ൉ 2
൅
2 ൉ 2 ൉ 2 ൉ 3 ൉ 5xଷ

1 ൉ 2 ൉ 3
൅
2 ൉ 2 ൉ 2 ൉ 3 ൉ 3 ൉ 5xସ

1 ൉ 2 ൉ 3 ൉ 4
൅
2 ൉ 2 ൉ 2 ൉ 2 ൉ 3 ൉ 3 ൉ 5xହ

1 ൉ 2 ൉ 2 ൉ 4 ൉ 5
→ 

→ 1 ൅ 6x ൅ 15xଶ ൅ 20xଷ ൅ 15xସ ൅ 6xହ‖Aproximación → x ൌ 0,2 

1 ൅ 6ሺ0,2ሻ ൅ 15ሺ0,2ሻଶ ൅ 20ሺ0,2ሻଷ ൅ 15ሺ0,2ሻସ ൅ 6ሺ0,2ሻହ ≅
373
125

 

6. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de 
ଵ

ଵି୶
	en	x଴ ൌ 0 y buscar una 

aproximación para el valor x ൌ 0,2. 
 

Calculamos las derivadas 
 

fሺxሻ ൌ
1

1 െ x
 

f ୍ሺxሻ ൌ
1

ሺ1 െ xሻଶ
 

f ୍୍ሺxሻ ൌ
2

ሺ1 െ xሻଷ
 

f ୍୍୍ሺxሻ ൌ
6

ሺ1 െ xሻସ
 

f ୍୚ሺxሻ ൌ
24

ሺ1 െ xሻହ
 

f୚ሺxሻ ൌ
120

ሺ1 െ xሻ଺
 

Damos el valor 
 

fሺxሻ ൌ 1 

f ୍ሺxሻ ൌ 1 

f ୍୍ሺxሻ ൌ 2 

f ୍୍୍ሺxሻ ൌ 6 

f ୍୚ሺxሻ ൌ 24 

f୚ሺxሻ ൌ 120 

Por	tanto	el	polinomio	buscado	será	෍x୨
ହ

୨ୀ଴

 

fሺ0ሻ ൅ f ୍ሺ0ሻሺx െ 0ሻ ൅ f ୍୍ሺ0ሻ
ሺx െ 0ሻଶ

2!
൅ f ୍୍୍ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻଷ

3!
൅ f ୍୚ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻସ

4!
൅ f୚ሺ0ሻ

ሺx െ 0ሻହ

5!
→ 

→ 1 ൅ x ൅
2xଶ

1 ൉ 2
൅
2 ൉ 3xଷ

1 ൉ 2 ൉ 3
൅
2 ൉ 3 ൉ 4xସ

1 ൉ 2 ൉ 3 ൉ 4
൅
2 ൉ 3 ൉ 4 ൉ 5xହ

1 ൉ 2 ൉ 3 ൉ 4 ൉ 5
→ 1 ൅ x ൅ xଶ ൅ xଷ ൅ xସ ൅ xହ → 

→ ‖Aproximación → x ൌ 0,2 → 1 ൅ ሺ0,2ሻ ൅ ሺ0,2ሻଶ ൅ ሺ0,2ሻଷ ൅ ሺ0,2ሻସ ൅ ሺ0,2ሻହ ≅
3906
3125

 

 

7.5. Teorema del resto de Lagrange 
 

Sea I un intervalo, sea f: I → Թ y sean x, x଴ ∈ I dos puntos distintos. Llamaremos Iଵ al intervalo 
cerrado comprendido entre x y	x଴ ሺሾx, x଴ሿ	si	x ൏ 	 x଴ó	ሾx଴, xሿsi	x ൐ x଴ሻ e Iଶ al correspondiente 

intervalo abierto. Supongamos que f ∈ ∁୬ሺIଵሻ	y	que	∃	f
ሺ୬ାଵሻen	Iଶ ⇒ ∃	θሺxሻ ∈ Iଶ tal que: 

R୬,୶బሺxሻ ൌ f ሺ୬ାଵሻ൫θሺxሻ൯
ሺx െ x଴ሻ୬ାଵ

ሺn ൅ 1ሻ!
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7.5.1. Ejemplos 
La forma de Lagrange del resto podemos utilizarla para acotar el error cometido en la 
aproximación que hacíamos en los ejemplos de Taylor. 

1. Según el 1er ejemplo de 7.4.1. aproximábamos el valor de e଴,ଶ utilizando el polinomio 
de Taylor de grado 5 de fሺxሻ ൌ e୶	en	x଴ ൌ 0. 

Según el teorema tendremos que ∃	θሺxሻ ∈ ሺ0, xሻ 
fሺxሻ െ Pହ,଴ሺxሻ ൌ Rହ,଴ሺxሻ ൌ 

ൌ fሺ଺ሻ൫θሺxሻ൯
x଺

6!
ൌ e൫஘ሺ୶ሻ൯

x଺

6!
 

 

En particular 

e଴,ଶ െ
458
375

ൌ fሺ0,2ሻ െ Pହ,଴ሺ0,2ሻ ൌ 

ൌ e൫஘ሺ଴,ଶሻ൯ ቆ
0,2଺

6!
ቇ 

Acotando tenemos 

ฬe଴,ଶ െ
458
375

ฬ ൌ ቤe൫஘ሺ଴,ଶሻ൯ ቆ
0,2଺

6!
ቇቤ ൑

0,2଺

6!
ൌ

1
1875000

 

Por tanto el error que se comete al aproximar e଴,ଶ por 
ସହ଼

ଷ଻ହ
 es e ൑

ଵ

ଵ଼଻ହ଴଴଴
 

2. Según el 2º ejemplo de 7.4.1. aproximábamos el valor de sin 0,2 utilizando el polinomio 
de Taylor de grado 5 de fሺxሻ ൌ sin x 	en	x଴ ൌ 0. 

Según el teorema tendremos que ∃	θሺxሻ ∈ ሺ0, xሻ 

fሺxሻ െ Pହ,଴ሺxሻ ൌ Rହ,଴ሺxሻ ൌ f ሺ଺ሻ൫θሺxሻ൯
x଺

6!
ൌ s݅݊൫θሺxሻ൯

x଺

6!
 

En particular 

sinሺ0,2ሻ െ
151
750

ൌ fሺ0,2ሻ െ Pହ,଴ሺ0,2ሻ ൌ sin൫θሺxሻ൯ ቆ
0,2଺

6!
ቇ 

Acotando tenemos 

ฬsinሺ0,2ሻ െ
151
750

ฬ ൌ ቤsin൫θሺ0,2ሻ൯ ቆ
0,2଺

6!
ቇቤ ൑

0,2଺

6!
ൌ

1
1875000

 

Por tanto el error que se comete al aproximar sin 0,2 por 
ଵହଵ

଻ହ଴
 es e ൑

ଵ

ଵ଼଻ହ଴଴଴
 

3. Según el 3er ejemplo de 7.4.1. aproximábamos el valor de cos 0,2 utilizando el 
polinomio de Taylor de grado 5 de fሺxሻ ൌ cos x 	en	x଴ ൌ 0. 

Según el teorema tendremos que ∃	θሺxሻ ∈ ሺ0, xሻ 

fሺxሻ െ Pହ,଴ሺxሻ ൌ Rହ,଴ሺxሻ ൌ f ሺ଺ሻ൫θሺxሻ൯
x଺

6!
ൌ cos൫θሺxሻ൯

x଺

6!
 

 
En particular 

cosሺ0,2ሻ െ
49
50

ൌ fሺ0,2ሻ െ Pହ,଴ሺ0,2ሻ ൌ cos൫θሺxሻ൯ ቆ
0,2଺

6!
ቇ 

Acotando tenemos 

ฬcosሺ0,2ሻ െ
49
50
ฬ ൌ ቤcos൫θሺ0,2ሻ൯ ቆ

0,2଺

6!
ቇቤ ൑

0,2଺

6!
ൌ

1
1875000

 

 

Por tanto el error que se comete al aproximar cos 0,2 por	
ସଽ

ହ଴
 es e ൑

ଵ

ଵ଼଻ହ଴଴଴
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4. Según el 4o ejemplo de 7.4.1. aproximábamos el valor de ln 1,2 utilizando el polinomio 
de Taylor de grado 5 de fሺxሻ ൌ lnሺ1 ൅ xሻ 	en	x଴ ൌ 0. 

Según el teorema tendremos que ∃	θሺxሻ ∈ ሺ0, xሻ 

fሺxሻ െ Pହ,଴ሺxሻ ൌ Rହ,଴ሺxሻ ൌ f ሺ଺ሻ൫θሺxሻ൯
x଺

6
ൌ ln൫1 ൅ θሺxሻ൯

x଺

6
 

En particular 

lnሺ1,2ሻ െ
887
750

ൌ fሺ0,2ሻ െ Pହ,଴ሺ0,2ሻ ൌ ln൫1 ൅ θሺ0,2ሻ൯ ቆ
0,2଺

6
ቇ 

Acotando tenemos 

ฬlnሺ1,2ሻ െ
887
750

ฬ ൌ ቤln൫1 ൅ θሺ0,2ሻ൯ ቆ
0,2଺

6
ቇቤ ൑

0,2଺

6
ൌ

1
93750

 

 

Por tanto el error que se comete al aproximar cos 0,2 por	
଼଼଻

଻ହ଴
 es e ൑

ଵ

ଽଷ଻ହ଴
 

5. Según el 5o ejemplo de 7.4.1. aproximábamos el valor de ሺ1,2ሻ଺ utilizando el polinomio 
de Taylor de grado 5 de fሺxሻ ൌ 	 ሺ1 ൅ xሻ଺	en	x଴ ൌ 0. 

Según el teorema tendremos que ∃	θሺxሻ ∈ ሺ0, xሻ 

fሺxሻ െ Pହ,଴ሺxሻ ൌ Rହ,଴ሺxሻ ൌ f ሺ଺ሻ൫θሺxሻ൯x଺ ൌ ൫1 ൅ θሺxሻ൯
଺
x଺ 

En particular 

ሺ1,2ሻ଺ െ
373
125

ൌ fሺ0,2ሻ െ Pହ,଴ሺ0,2ሻ ൌ ൫1 ൅ θሺ0,2ሻ൯
଺
ሺ0,2଺ሻ 

 
Acotando tenemos 

ฬሺ1,2ሻ଺ െ
373
125

ฬ ൌ ቚ൫1 ൅ θሺ0,2ሻ൯
଺
ሺ0,2଺ሻቚ ൑ ሺ0,2଺ሻ ൌ

1
15625

 

Por tanto el error que se comete al aproximar ሺ1,2ሻ଺ por	
ଷ଻ଷ

ଵଶହ
	 es e ൑

ଵ

ଵହ଺ଶହ
 

6. Según el 6o ejemplo de 7.4.1. aproximábamos el valor de 
ଵ

଴,଼
 utilizando el polinomio de 

Taylor de grado 5 de fሺxሻ ൌ 	
ଵ

ଵି୶
	en	x଴ ൌ 0. 

Según el teorema tendremos que ∃	θሺxሻ ∈ ሺ0, xሻ 

fሺxሻ െ Pହ,଴ሺxሻ ൌ Rହ,଴ሺxሻ ൌ 

ൌ fሺ଺ሻ൫θሺxሻ൯x଺ ൌ ൬
1

1 െ θሺxሻ
൰ x଺ 

En particular 
1

1 െ 0,2
െ
3906
3125

ൌ fሺ0,2ሻ െ Pହ,଴ሺ0,2ሻ ൌ 

ൌ ൬
1

1 െ θሺ0,2ሻ
൰ ሺ0,2଺ሻ 

Acotando tenemos 

ฬ
1
0,8

െ
3906
3125

ฬ ൌ ฬ൬
1

1 െ θሺ0,2ሻ
൰ ሺ0,2଺ሻฬ ൑ ሺ0,2଺ሻ ൌ

1
15625

 

Por tanto el error que se comete al aproximar 
ଵ

଴,଼
 por	

ଷଽ଴଺

ଷଵଶହ
	es e ൑

ଵ

ଵହ଺ଶହ
 

Proposición 
Sea f una función n veces derivable en x଴ ⇒ P୬,୶బ  es el único polinomio de grado menor o igual 

que n que verifica las n ൅ 1 propiedades. 

fሺx଴ሻ ൌ P୬,୶బሺx଴ሻ, f
୍ሺx଴ሻ ൌ P୍୬,୶బሺx଴ሻ,൉൉൉, f

ሺ୬ሻሺx଴ሻ ൌ Pሺ୬ሻ୬,୶బሺx଴ሻ 
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Definición 
Sean f y g dos funciones definidas en un entorno de x଴. Se dice que f ൌ 0ሺgሻen x଴, es decir, f es 
una 0	grande	de	g	en	x଴, si ∃	u, un entorno y una constante M ൐ 0 tal que 

|fሺxሻ| ൑ M|gሺxሻ|	∀x ∈ u 
Su principal función se encuentra en su uso con monomios del tipo ሺx െ x଴ሻ୬ 

 

Proposición 
Sean f y g funciones definidas en un entorno de x଴. Se verifican las siguientes propiedades, 
todas ellos en el punto x଴. 

 f ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ሻ → f ൌ 0൫ሺx െ x଴ሻ୩൯	∀k ൏ ݊ 

 f ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ሻ	y	g ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ሻ ⇏ f ൌ g 

 Si	n ൑ m, f ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ሻ	y	g ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୫ሻ ⇒ f ൅ g ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ሻ 
 f ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ሻ ⇒ λ ൉ f ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ሻ, ∀	λ ∈ Թ, λ ് 0 

 f ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ሻ	y	g ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୫ሻ ⇒ f ൉ g ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ା୫ሻ 
 f ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ሻ ⇒ ሺx െ x଴ሻ୩f ൌ 0൫ሺx െ x଴ሻ୬ା୩൯∀	k ∈ Գ 

 Si n ൐ ݇ ൐ 0, ݂ ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ሻ ⇒ f/ሺx െ x଴ሻ୩ ൌ 0൫ሺx െ x଴ሻ୬ି୩൯ 

La forma de recordar las propiedades anteriores es considerar que si f ൌ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ሻ ⇒ f se 
comporta como un polinomio escrito en potencias de ሺx െ x଴ሻ cuyo término de menor grado es 
de la forma Aሺx െ x଴ሻ୬. 
 

Proposición 
Sea f una función de clase ∁୬ାଵ en un entorno de x଴ ⇒ P୬,୶బሺxሻ es el único polinomio de grado 

menor o igual que n se verifica. 
fሺxሻ െ P୬,୶బሺxሻ ൌ 0ሺθሺx െ x଴ሻ୬ାଵሻ	en	x଴ 

Muchas de las técnicas para el cálculo de polinomios de Taylor se basan en el resultado anterior. 
Según este resultado si encontrásemos un polinomio P ൑ n que verifique que: 

fሺxሻ ൌ Pሺxሻ ൅ 0ሺሺx െ x଴ሻ୬ାଵሻ ⇒ P	es	el	polinomio	de	Taylor	de	f	de	grado	n	en	x଴	 
 

7.6. Calculo del polinomio de Taylor 

Sean Pሺxሻy	Qሺxሻ los polinomios de Taylor de grado n en x଴ de f y g. Sean λ, μ ∈ Թ ⇒ el 
polinomio de Taylor de grado n en x଴ de λf ൅ μg	es	λPሺxሻ ൅ μQሺxሻ 
 

Proposición 
Sea Pሺxሻ el polinomio de Taylor de grado n en x଴ de f y g. Sean λ, μ ∈ Թ ⇒ el polinomio de 
Taylor de grado n en x଴ de f·g es el resultado de eliminar del producto Pሺxሻ ൉ Qሺxሻ los términos 

de la forma C୩ሺx െ x଴ሻ୩	con	k ൐ ݊. 
 

Proposición 
Sea Pሺgሻel polinomio de Taylor de grado n en x଴ ൌ 0 de fሺy ൅ x଴ሻ ⇒ Pሺx െ x଴ሻ es el polinomio 
de Taylor de grado n en x଴de	fሺxሻ. 
Esta proposición nos sirve para poder utilizar los desarrollos de la tabla para un x଴ ് 0 ya que 
estos están para x଴ ൌ 0. Hacemos el cambio por ݕ଴ ൌ 0 y deshacemos el cambio (ver ejemplos 
a partir de 3 en 7.6.1 Ejemplos) 
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Proposición 
Si ܲሺݔሻ es el polinomio de Taylor de grado n en ݔ଴ ൌ 0	݀݁	݂ ⇒ ܲ൫ܽݔ௞൯ es el polinomio de 

Taylor de grado nk en ݔ଴ ൌ 0 de ݂൫ܽݔ௞൯. 
 

Proposición 
Si ܲሺݔሻ es el polinomio de Taylor de grado n en ݔ଴	݀݁	݂ ⇒ el polinomio de Taylor de grado 

݊ ൅ න	݀݁	଴ݔ	݊݁	1 ݂ሺߣሻ
௫

௫బ

	ݏ݁	ݐ݀ ௡ܲାଵ,௫బሺݔሻ ൌ න ݂ሺߣሻ
௫

௫బ

 	ݐ݀

7.6.1. Ejemplos 

1. Calcula el polinomio de Taylor de grado 4 en		x଴ ൌ 0	de	la	función	fሺxሻ ൌ 2 sin x െ
ଷ

ଵି୶
 

Sabemos que la expresión del seno es 

x െ
xଷ

3!
 

 

y de 
ଵ

ଵି୶
 es 

 
1 ൅ x ൅ xଶ ൅ xଷ ൅ xସ 

Por tanto el polinomio de f será: 

Pସ,଴ሺxሻ ൌ 2ቆx െ
xଷ

3!
ቇ െ 3ሺ1 ൅ x ൅ xଶ ൅ xଷ ൅ xସሻ → 2x െ

xଷ

3
െ 3 െ 3x െ 3xଶ െ 3xଷ െ 3xସ → 

→ െ3 െ x െ 3xଶ െ
10xଷ

3
െ 3xସ 

2. Calcule el polinomio de Taylor de grado 3 en ݔ଴ ൌ 0 de la función ݂ሺݔሻ ൌ
ୱ୧୬ ௫

ଵି௫
 

Sabemos que la expresión del seno es 

x െ
xଷ

3!
 

 

y de 
ଵ

ଵି୶
 es 

 
1 ൅ x ൅ xଶ ൅ xଷ 

Por tanto el polinomio de f será: 

Pଷ,଴ሺxሻ ൌ ቆx െ
xଷ

3!
ቇ ൉ ሺ1 ൅ x ൅ xଶ ൅ xଷሻ ൌ x ൅ xଶ ൅

5xଷ

6
൅
5xସ

6
െ
xହ

6
െ
x଺

6
 

Eliminando los términos de grado mayor que 3, obtenemos el polinomio de f: 

Pଷ,଴ሺxሻ ൌ x ൅ xଶ ൅
5xଷ

6
 

3. Calcule el polinomio de Taylor de grado 5 en ݔ଴ ൌ 0 de la función ݃ሺݔሻ ൌ ଶݔ sin  ݔ

Sabemos que la expresión del seno es 
 

x െ
xଷ

3!
൅
xହ

5!
 

 

Por tanto el polinomio de f será: 
 

Pଷ,଴ሺxሻ ൌ xଶ ቆx െ
xଷ

3!
൅
xହ

5!
ቇ
୫୳୪୲
ሱۛ ሮ ቆxଷ െ

xହ

3!
൅
x଻

5!
ቇ

Eliminando el término de grado mayor a 5, obtenemos el polinomio de f: 

xଷ െ
xହ

3!
→ Si	tomamos	Qሺxሻ → gሺxሻ ൌ Qሺxሻ ൅ 0ሺx଺ሻ	y	por	la	proposición	anterior	Q	es	el 

polinomio de Taylor de grado 5 de g en ݔ଴ ൌ 0. 
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4. Calcule el polinomio de Taylor de grado 3 de ln 	݊݁	ݔ ଴ݔ ൌ 1 

Procedemos al cambio de variable y ൌ x െ 1 → y ൅ 1 ൌ x Así, hemos de calcular el polinomio 
de Taylor de grado 3 de lnሺ1 ൅ yሻ en y଴ ൌ 0 
Sabemos que la expresión de lnሺ1 ൅ yሻ 	es	 

1 ൅ y െ
yଶ

2
൅
yଷ

3
 

Deshaciendo el cambio, obtenemos el polinomio de Taylor de grado 3 de ln ଴ݔ en ݔ ൌ 1 

Pሺxሻ ൌ ሺx െ 1ሻ െ
ሺx െ 1ሻଶ

2
െ
ሺx െ 1ሻଷ

3
 

5. Calcule el polinomio de Taylor de grado 4 en ݔ଴ ൌ 2 de la función ݂ሺݔሻ ൌ  ௫݁ݔ

Procedemos al cambio de variable ݕ ൌ ݔ െ 2 → ݕ ൅ 2 ൌ  Así calculamos el polinomio de ݔ
Taylor de grado 4 en ݕ଴ ൌ 0 de ݃ሺݕሻ ൌ ሺݕ ൅ 2ሻ݁௬ାଶ → ݁ଶሺݕ ൅ 2ሻ݁௬ 
Sabemos que la expresión de ݁௬	݁ݏ 

1 ൅ y ൅
yଶ

2!
൅
yଷ

3!
൅
yସ

4!
 

Por tanto el polinomio de f será: 

Pସ,଴ሺyሻ ൌ eଶሺy ൅ 2ሻ ቆ1 ൅ y ൅
yଶ

2
൅
yଷ

6
൅
yସ

24
ቇ → 2eଶ ൅ 3yeଶ ൅ 2yଶeଶ ൅

5yଷ

6
eଶ ൅

1yସ

4
eଶ ൅

yହ

24
eଶ 

Eliminando el término de grado mayor que 4 obtenemos el polinomio de g 

2eଶ ൅ 3yeଶ ൅ 2yଶeଶ ൅
5yଷ

6
eଶ ൅

1yସ

4
eଶ 

Deshaciendo el cambio 

Pସ,଴ሺyሻ ൌ 2eଶ ൅ 3ሺx െ 2ሻeଶ ൅ 2ሺx െ 2ሻଶeଶ ൅
5ሺx െ 2ሻଷ

6
eଶ ൅

1ሺx െ 2ሻସ

4
eଶ 

8. Estudio de funciones 
1. Dominio 
Son los posibles valores que puede tomar la variable x 

 Funciones polinómicas: Dom	f ൌ Թ 

 Funciones racionales: Dom	f ൌ Թ െ ሼvalores	que	anulan	el	denominadorሽ 
 Funciones irracionales: Dom	f ൌ ሼvalores	que	hacen	el	radicando	 ൒ 0ሽ 
 Funciones logarítmicas: Dom	f ൌ 	 ሼvalores	que	lo	hacen	 ൐ 0ሽ 
 Funciones exponenciales: Dom	f ൌ dominio	del	exponente 

2. Puntos de corte 

 Corte 0x → y ൌ 0	; x	? 
 Corte 0y → x ൌ 0	; y	? 

3. Regiones 
Consiste en estudiar el signo de la función. Para ello, colocamos el dominio y los puntos de 
corte con el eje x, si los hay, en los intervalos en los que el signo es positivo, el dibujo queda 
por encima del eje x, y si es negativo, por debajo. 
  

4. Simetría 

 Par		→ fሺxሻ ൌ fሺെxሻ 
 Impar		→ fሺെxሻ ൌ െfሺxሻ 
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5. Asíntotas 

 A. vertical				lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ ∓∞ ⇒ x ൌ a	es	AV 

 A. horizontal lim୶→∓ஶ fሺxሻ ൌ k ⇒ y ൌ k	es	AH 

 A. oblicua y ൌ mx ൅ n donde m ൌ lim୶→∓ஶ
୤ሺ୶ሻ

୶
 y n ൌ lim୶→∓ஶሺfሺxሻ െ mxሻ cuando hay asíntota 

horizontal, ya no hay oblicua  

6. Crecimiento y decrecimiento. Máximos y mínimos 
Consiste en estudiar el signo de f ᇱ. Para ello, la calculamos, igualamos a cero y resolvemos. Los 
valores obtenidos se llaman puntos críticos, y son los candidatos a máximos o mínimos. A 
continuación colocamos el dominio y los puntos críticos. En los intervalos en los que el signo de 
݂ᇱ sea +, la función será creciente, y cuando sea -, decreciente. 
Para clasificar  los puntos críticos tenemos dos opciones: 

 Criterio de la 1º derivada: En aquellos puntos críticos en los que ݂ᇱ pasa de creciente a 
decreciente hay un máximo relativo, y en los que pasa de decreciente a creciente, un 
mínimo relativo. 

 Criterio de la 2º derivada: Si al sustituir un punto crítico de f ᇱᇱ da una valor negativo, el 
punto será un máximo; y cuando da positivo, un mínimo. 

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexión 
Consiste en estudiar el signo de f ᇱᇱ. Para ello, la calculamos igualando a cero y resolvemos, Los 
valores obtenidos son candidatos a puntos de inflexión. A continuación los colocamos juntos 
con el dominio. En los intervalos en los que el signo de f ᇱᇱ sea +, la función será cóncava hacia 
arriba, y cuando sea -, cóncava hacia abajo. 
En aquellos puntos del dominio en el que haya cambios de cóncava a convexa o viceversa, 
tendremos un punto de inflexión. 

*Los valores de las derivadas de la función se sustituyen en sus respectivas derivadas. 
 

8.1. Ejemplos 

8.1.1. Estudia la función y ൌ
୶య

୶మିଵ
 

1. Dominio 

xଶ െ 1 ൌ 0 → x ൌ േ√1 ൌ 
േ1 ∴ Dom	f ൌ Թ െ ሼ1,െ1ሽ 

 

2. Puntos de corte 

Corte 0x → x ൌ 0 ⇒ y ൌ
଴య

଴మିଵ
→ y ൌ 0 

Corte 0y → y ൌ 0 → 0 ൌ
୶య

୶మିଵ
→ x ൌ 0

3. Regiones 
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4. Simetría 

Par		fሺxሻ ൌ fሺെxሻ →
୶య

୶మିଵ
്

ି୶య

୶మିଵ
→ ∄	simetría	par 

Impar		fሺെxሻ ൌ െfሺxሻ →
ି୶య

୶మିଵ
	്

ି୶య

ି୶మାଵ
→ ∄	simetría	impar 

 
5. Asíntotas 

 AH 

 limଡ଼→േஶ
୶య

୶మିଵ
ൌ

ஶ

ஶ
→

౮య

౮య

౮మ

౮య
ି
భ
౮య

ൌ 

ൌ
ଵ

଴
ൌ ∞ ⇒ ∄	A. horizontal  

 AV 

 limଡ଼→ଵష
୶య

୶మିଵ
ൌ

ା

ି
ൌ െ∞ 

 limଡ଼→ଵశ
୶య

୶మିଵ
ൌ

ା

ା
ൌ ∞ 

 limଡ଼→ିଵష
୶య

୶మିଵ
ൌ

ି

ା
ൌ െ∞ 

 limଡ଼→ିଵశ
୶య

୶మିଵ
ൌ

ି

ି
ൌ ∞ 

 AO 
y ൌ mx ൅ n → y ൌ x 

m ൌ lim
୶→∓ஶ

fሺxሻ

x
ൌ

xଷ

xଷ െ x
→
1
1
ൌ 1 

	n ൌ lim
୶→∓ஶ

ሺfሺxሻ െ mxሻ → 

→
୶య

୶మିଵ
െ x →

୶యି୶యା୶

୶మିଵ
→

ஶ

ஶ
→ 0  

 

 
 
 

6. Crecimiento y decrecimiento 

 Primera derivada: 

f ᇱሺxሻ ൌ
ሺ3xଶሻሺxଶ െ 1ሻ െ ሺxଷሻሺ2xሻ

ሺxଶ െ 1ሻଶ
→
3xସ െ 3xଶ െ 2xସ

ሺxଶ െ 1ሻଶ
ൌ 0 → xଶሺxଶ െ 3ሻ ൌ 0 → 

→ x ൌ 0; xଶ ൌ 3 → ൅√3
െ√3

 

 

 ൫െ∞,െ√3൯ െ√3 ൫െ√3,െ1൯ െ1 ሺെ1,0ሻ 1 ൫1, √3൯ √3 ൫√3,∞൯
f’ + 0 - ∄ - ∄ - 0 + 
f ↑ máx. ↓ ∄ ↓ ∄ ↓ mín. ↑ 

 

 Segunda derivada: 

f ᇱᇱሺxሻ ൌ
ሺ4xଷ െ 6xሻሺxଶ െ 1ሻ െ xଶሺxଶ െ 3ሻ2ሺ2xሻ

ሺxଶ െ 1ሻସ
→
x൫ሺ4xଶ െ 6ሻሺxଶ െ 1ሻ െ xሺxଶ െ 3ሻ2ሺ2xሻ൯

ሺxଶ െ 1ሻଷ
→ 

→ xሺ2xଶ ൅ 6ሻ ൌ 0 → x ൌ 0 
 

 ሺെ∞,െ1ሻ െ1 ሺെ1,0ሻ 0 ሺ0,1ሻ 1 ሺ1,∞ሻ 
f’ - ∄ + 0 - ∄ + 
f ∩ ∄ ∪ Pto. inflex ∩ ∄ ∪ 
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7. Gráfica 

 
_____________________________________________________________________________ 

8.1.2. Estudia la función		y ൌ
୶మିହ୶ା଻

୶ିଶ
 

1. Dominio 
x െ 2 ൌ 0 → x ൌ 2 
∴ Dom	f ൌ Թ െ ሼ2ሽ 

 
 

2. Puntos de corte 

Corte0x → x ൌ 0	 ⇒ y ൌ
଴మିହ൉଴ା଻

଴ିଶ
; y ൌ

଻

ିଶ
; 

Corte 0y → y ൌ 0	 ⇒ 0 ൌ xଶ െ 5x ൅ 7 ⇒ ∄; x	no	corta

3. Regiones 

 
4. Simetría 

Par		→ fሺxሻ ് fሺെxሻ	∄	simetría	par 
Impar		→ fሺെxሻ ് െfሺxሻ	∄	simetría	impar 

5. Asíntotas 

 AH  

 lim୶→േஶ
୶మିହ୶ା଻

୶ିଶ
ൌ

ஶ

ஶ
ൌฎ

୍୬ୢୣ୲ୣ୰୫୧୬ୟୡ୧ó୬

lim୶→ஶ

౮మ

౮మ
ି
ఱ౮
౮మ
ା
ళ
౮మ

౮షమ
౮మ

ൌ
ଵ

଴
ൌ ∞ ⇒ ∄	A. horizontal 

 AV 
 

 limଡ଼→ଶష
୶మିହ୶ା଻

୶ିଶ
ൌ

ା

ି
ൌ െ∞ 

 limଡ଼→ଶశ
୶మିହ୶ା଻

୶ିଶ
ൌ

ା

ା
ൌ ൅∞ 
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 AO 

 y ൌ mx ൅ n → y ൌ x െ 3  

 m ൌ lim୶→∓ஶ
୤ሺ୶ሻ

୶
⇒

౮మషఱ౮శళ
౮షమ

୶
→ ୶మିହ୶ା଻

୶మିଶ୶
→ ஶ

ஶ
⇒

౮మ

౮మ
ିఱ౮
౮మ
ା ళ
౮మ

౮మ

౮మ
ିమ౮
౮మ

ൌ ଵ

ଵ
ൌ 1  

 n ൌ lim୶→∓ஶሺfሺxሻ െ mxሻ ⇒
୶మିହ୶ା଻

୶ିଶ
െ x →

ିଷ୶ା଻

୶ିଶ
ൌ

ஶ

ஶ
ൌ

ିଷ

ଵ
ൌ െ3  

 
6. Crecimiento y decrecimiento. Máximos y mínimos 

 Primera derivada: 

f ᇱሺxሻ ൌ
ሺ2x െ 5ሻሺx െ 2ሻ െ ሺxଶ െ 5x ൅ 7ሻሺ1ሻ

xଶ െ 4x ൅ 4
ൌ
xଶ െ 4x ൅ 3
ሺx െ 2ሻଶ

ൌ 0 → 

→
4 േ ඥ4ଶ െ 4ሺെ3ሻ

2
ൌ
4 േ 2
2

ቄ3
1

 

 
 

 ሺെ∞, 1ሻ 1 ሺ1,2ሻ 2 ሺ2,3ሻ 3 ሺ3,∞ሻ 
 f’ + 0 - ∄ - 0 + 
f ↑ máx. ↓ ∄ ↓ mín. ↑ 

 

 Segunda derivada: 

f ᇱᇱሺxሻ ൌ
ሺ2x െ 4ሻሺx െ 2ሻଶ െ ሺxଶ െ 4x ൅ 3ሻ ൉ 2ሺx െ 2ሻ

ሺሺx െ 2ሻଶሻଶ
ൌ yᇱ ൌ

2
ሺx െ 2ሻଷ

→ 2 ൌ 0 

 
 ሺെ∞, 2ሻ 2 ሺ2,∞ሻ 

  f’’ - ∄ + 
f ∩ ∄ ∪ 

 
7. Gráfica 
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8.1.3. Estudia la función ݕ ൌ
ଶ௫

ସି௫మ
 

1. Dominio 
4 െ ଶݔ ൌ 0 → ଶݔ ൌ 4 → 

→ ݔ ൌ േ2 ∴ ሻݔሺ݂	݉݋ܦ ൌ Թ െ ሼെ2,2ሽ 
 

2. Puntos de corte 

Corte 0ݔ → ݕ ൌ
ଶ൉଴

ସି଴మ
→ ݕ ൌ 0 

Corte 0ݕ → 0 ൌ
ଶ௫

ସି௫మ
→ ݔ ൌ 0 

3. Regiones 
 
 

 
 

4. Simetría 

Par → fሺxሻ ൌ fሺെxሻ →
2x

4 െ xଶ
്

െ2x
4 െ xଶ

→ ∄	simetría	par 

Impar → fሺെxሻ ൌ െfሺxሻ →
െ2x
4 െ xଶ

്
െ2x

െ4 ൅ xଶ
→ ∄	simetria	impar 

5. Asíntotas 

 AH 

 lim௫→േஶ
ଶ௫

ସି௫మ
ൌ

మೣ
ೣమ

ర
ೣమ
ି
ೣమ

ೣమ

ൌ
଴

ଵ
ൌ 0  

 
 

 AV 

 lim௫→ିଶశ
ଶ௫

ସି௫మ
ൌ

ିஶ

ିஶ
ൌ ∞  

 lim௫→ିଶష
ଶ௫

ସି௫మ
ൌ

ିஶ

ஶ
ൌ െ∞  

No tiene asíntotas oblicuas porque tiene asíntotas 
horizontales 

6. Crecimiento y decrecimiento. Máximos y mínimos 

 Primera derivada: 

f ᇱሺxሻ ൌ
ሺ2ሻሺ4 െ xଶሻ െ ሺ2xሻሺെ2xሻ

ሺ4 െ xଶሻଶ
ൌ
8 െ 2xଶ ൅ 4xଶ

ሺ4 െ xଶሻଶ
→

2xଶ ൅ 8
ሺ4 െ xଶሻଶ

→ 

→ ∄nº ∈ Թ	que	anule	el	numerador ∴ no	hay	máx	ni	mín 
 

 ሺെ∞,െ2ሻ െ2 ሺെ2,2ሻ 2 ሺ2,∞ሻ 
f’ + ∄ + ∄ + 
f ↑ ∄ ↑ ∄ ↑ 
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 Segunda derivada: 
 

݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ
ଶݔ2 ൅ 8
ሺ4 െ ଶሻଶݔ

→ ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ
ሺ4ݔሻሺ4 െ ଶሻଶݔ െ ሺ2ݔଶ ൅ 8ሻሺ2ሻሺ4 െ ሻݔଶሻሺെ2ݔ

ሺ4 െ ଶሻସݔ
ൌ 

ൌ
െ4ݔଷ ൅ ݔ16 ൅ ଷݔ8 ൅ ݔ32

ሺ4 െ ଶሻଷݔ
→ ଷݔ4 ൅ ݔ48 ൌ 0 → ݔ ൌ 0 

 

 

 

8.1.4. Estudia la función ݕ ൌ
ଶ௫మି଺௫ାସ

௫మାଵ
 

1. Dominio 
xଶ ൅ 1 ൌ 0 → xଶ ൌ െ1 → ∄nº ∈ Թ	que	anule	el	denominador ∴ Dom	fሺxሻ ൌ Թ 

 
2. Puntos de corte 

0x → x ൌ 0 → y ൌ
2 ൉ 0ଶ െ 6 ൉ 0 ൅ 4

0ଶ ൅ 1
→ y ൌ 4 

0y → y ൌ 0 → 0 ൌ
2xଶ െ 6x ൅ 4

xଶ ൅ 1
ୣୡ	ଶº	୥୰ୟୢ୭
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ

6 േ 2
4

→ 2
1

 

3. Regiones 

 
 

4. Simetría 

 ሺെ∞,െ2ሻ െ2 ሺെ2,0ሻ 0 ሺ0,2ሻ 2 ሺ2,∞ሻ 
  f’’ + ∄ - 0 + ∄ - 

f ∪ ∄ ∩ Pto. inflex ∪ ∄ ∩ 
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Par → fሺxሻ ൌ fሺെxሻ →
2xଶ െ 6x ൅ 4

xଶ ൅ 1
്
2xଶ ൅ 6x ൅ 4

xଶ ൅ 1
→ ∄simetría	par 

Impar → fሺെxሻ ൌ െfሺxሻ →
2xଶ ൅ 6x ൅ 4

xଶ ൅ 1
്
െ2xଶ ൅ 6x െ 4

െxଶ െ 1
→ ∄	simetría	impar 

5. Asíntotas 

 AV 

No tiene asíntotas verticales 
 
 

 AH 

lim௫→േஶ
ଶ௫మି଺௫ାସ

௫మାଵ
→

మೣమ

ೣమ
ି
లೣ
ೣమ
ା
ర
ೣమ

ೣమ

ೣమ
ା
భ
ೣమ

ൌ 2  

No tiene asíntotas oblicuas 

6. Crecimiento y decrecimiento. Máximos y mínimos 

 Primera derivada: 

f ᇱᇱሺxሻ ൌ
ሺ4x െ 6ሻሺxଶ ൅ 1ሻ െ ሺ2xଶ െ 6x ൅ 4ሻሺ2xሻ

ሺxଶ ൅ 1ሻଶ
→
6xଶ െ 4x െ 6
ሺxଶ ൅ 1ሻ

ൌ 0 → 

→ 3xଶ െ 2x െ 3 ൌ 0
ୣୡ.ଶº	୥୰ୟୢ୭
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ

2 േ √40
6

→

1 ൅ √10
3

1 െ √10
3

 

 
ቆെ∞,

1 െ √10
3

ቇ 
1 െ √10

3
 ቆ

1 െ √10
3

,
1 ൅ √10

3
ቇ

1 ൅ √10
3

 ቆ
1 ൅ √10

3
,∞ቇ

f’ + 0 - 0 + 
f ↑ máx. ↓ mín. ↑ 
 

 Segunda derivada: 

݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ
ሺ12ݔ െ 4ሻሺݔଶ ൅ 1ሻଶ െ ሺ6ݔଶ െ ݔ4 െ 6ሻ2ሺݔଶ ൅ 1ሻሺ2ݔሻ

ሺݔଶ ൅ 1ሻସ
→ 

→
െ12ݔଷ ൅ ଶݔ12 ൅ ݔ32 െ 4

ሺݔଶ ൅ 1ሻଷ
ൌ 0 

Tiene una resolución compleja pero he encontrado un intervalo en que se encuentra el punto 
de inflexión, al que lo denominaré tal que así: ܫ ൌ ሺ0,15~0,2ሻ 

 ሺെ∞,  ሻ∞,ܫሻ I ሺܫ
f’ - 0 + 
f ∩ Pto. inflex ∪ 
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__________________________________________________________________________ 

8.1.5.  Estudia la función ݕ ൌ
ଶ௫

ଵି௫మ
 

 
1. Dominio 

1 െ xଶ ൌ 0 → x ൌ േ1 → 
→ Domfሺxሻ ൌ Թሼെ1,1ሽ 

 

2. Puntos de corte 

Corte	0x → x ൌ 0 → y ൌ
ଶ൉଴

ଵି଴మ
→ y ൌ 0  

Corte	0y → y ൌ 0 → 0 ൌ
ଶ୶

ଵି୶మ
	→ x ൌ 0  

3. Regiones 
 

 
4. Simetría 

Par → fሺxሻ ൌ fሺെxሻ →
2x

1 െ xଶ
്

െ2x
1 െ xଶ

	∄	simetría	par 

impar → fሺെxሻ ൌ െfሺxሻ →
െ2x
1 െ xଶ

്
െ2x

െ1 ൅ xଶ
	∄	simetría	impar 

5. Asíntotas 

 AV 

 lim௫→ିଵశ
ଶ௫

ଵି௫మ
ൌ

ିஶ

ஶ
ൌ െ∞  

 lim௫→ିଵష
ଶ௫

ଵି௫మ
ൌ

ିஶ

ିஶ
ൌ ∞  

 lim௫→ିଵశ
ଶ௫

ଵି௫మ
ൌ

ஶ

ିஶ
ൌ െ∞  

 lim௫→ଵష
ଶ௫

ଵି௫మ
ൌ

ஶ

ஶ
ൌ ∞  

  

 AH 

lim௫→േஶ
ଶ௫

ଵି௫మ
→

మೣ
ೣమ

భ
ೣమ
ି
ೣమ

ೣమ

→
଴

ିଵ
ൌ 0  

No hay oblicua 
 

 



Apuntes	de	Matemáticas	
 

Jorge	Cerezo	Martínez	
hellosoyjorge@hotmail.com	 Página	52 

6. Crecimiento y decrecimiento. Máximos y mínimos 

 Primera derivada: 

f ᇱሺxሻ ൌ
ሺ2ሻሺ1 െ xଶሻ െ ሺ2xሻሺെ2xሻ

ሺ1 െ xଶሻଶ
→

2 ൅ 2xଶ

ሺ1 െ xଶሻଶ
→ ∄nº ∈ que	lo	anule 

 ሺെ∞,െ1ሻ െ1 ሺെ1,1ሻ 1 ሺ1,∞ሻ 
f’ + ∄ + ∄ + 
f ↑ ∄ ↑ ∄ ↑ 

 

 Segunda derivada: 

݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ
ሺ4ݔሻሺ1 െ ଶሻଶݔ െ ሺ2ݔଶ ൅ 2ሻ2ሺ1 െ ሻݔଶሻሺെ2ݔ

ሺ1 െ ଶሻସݔ
→
ଶݔሺݔ4 ൅ 3ሻ
ሺ1 െ ଶሻଷݔ

→ 

→ ଶݔሺݔ4 ൅ 3ሻ ൌ 0 → ݔ ൌ 0 
 ሺെ∞,െ1ሻ െ1 ሺെ1,0ሻ 0 ሺ0,1ሻ 1 ሺ1,∞ሻ 

 f’’ - ∄ + 0 - ∄ + 
f ∩ ∄ ∪ Pto. inflex ∩ ∄ ∪ 

 

 

 

8.1.6. Estudia la función fሺxሻ ൌ
୶రାଵ

ଶ୶య
 

 
1. Dominio 

2xଷ ൌ 0 → x ൌ 0 → Domfሺxሻ ൌ Թ െ ሼ0ሽ  
 
 

2. Puntos de corte 

Corte	0x → x ൌ 0 → y ൌ
଴రశభ

ଶ൉଴య
→ y ൌ 0  

Corte	0y → y ൌ 0 → 0 ൌ xସ ൅ 1 → ∄	x  
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3. Regiones 

 
4. Simetría 

par → fሺxሻ ൌ fሺെxሻ →
xସ ൅ 1
2xଷ

്
xସ ൅ 1
െ2xଷ

	∄	simetría	par 

impar → fሺെxሻ ൌ െfሺxሻ →
xସ ൅ 1
െ2xଷ

ൌ
െxସ െ 1
െ2xଷ

	∄	simetría	impar 

5. Asíntotas 

 AV 

 lim௫→଴శ
௫రାଵ

ଶ௫య
ൌ

ାஶ

ିஶ
→ െ∞ 

 lim௫→଴ష
௫రାଵ

ଶ௫య
ൌ

ାஶ

ାஶ
→ ∞ 

 AH 

 lim௫→േஶ
௫రାଵ

ଶ௫య
→

ೣర

ೣర
ା
భ
ೣర

మೣయ

ೣర

→
ଵ

଴
ൌ ∞ 

 

 AO 

 ݕ ൌ ݔ݉ െ ݊ → ݕ ൌ
ଵ

ଶ
  ݔ

 ݉ ൌ lim௫→േஶ
௙ሺ௫ሻ

௫
→

௫రାଵ

ଶ௫ర
→ 

→
ೣర

ೣర
ା
భ
ೣర

మೣర

ೣర

→
ଵ

ଶ
  

 ݊ ൌ lim௫→േሺ݂ሺݔሻ െ ሻݔ݉ → 

→
௫రାଵ

ଶ௫ర
െ

௫

ଶ
→

௫రାଵି௫ర

ଶ௫య
ൌ 0 

6. Crecimiento y decrecimiento. Máximos y mínimos 

 Primer derivada: 

yᇱ ൌ
ሺ4xଷሻሺ2xଷሻ െ ሺxସ ൅ 1ሻሺ6xଶሻ

ሺ2xଷሻଶ
→
ሺ4xଷሻሺxሻ െ ሺxସ ൅ 1ሻሺ3ሻ

2x଺
→
4xଷ െ 3xଷ െ 3

2xସ
→ 

→
xସ െ 3
2xସ

ൌ 0 → xସ െ 3 ൌ 0 → x ൌ േ√3ర
 

 Segunda derivada: 

yᇱᇱ ൌ
xସ ൅ 3
2xସ

→
ሺ4xଷሻሺ2xସሻ െ ሺxସ ൅ 3ሻሺ8xଷሻ

ሺ2xସሻଶ
→
ሺ4xଷሻሺxሻ െ ሺxସ ൅ 3ሻሺ4ሻ

2xହ
→
4xସ െ 4xସ ൅ 3

2xହ
→ ∄ 

 ሺെ∞,0ሻ 0 ሺ0,∞ሻ 
f’ - ∄ + 
f ∩ ∄ ∪ 

 ൫െ∞,െ√3ర ൯ െ√3ర
 ൫െ√3ర , 0൯ 0 ൫0, √3ర ൯ √3ర

 ൫√3ర ,∞൯ 
f’ + 0 - ∄ - 0 + 
f ↑ máx. ↓ ∄ ↓ mín. ↑ 
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7. Gráfica 
 

 
__________________________________________________________________________________ 

8.1.7. Ejercicio. Estudia la función fሺxሻ ൌ
ଶ୶మିଷ

ହ
 

 
1. Dominio 
 
5 ൌ 0 → ∄nº ∈ Թ	que	anule 
	al	denominador ∴ Dom	fሺxሻ ൌ Թ 
 
 
 

2. Puntos de corte 

	Corte	0x → x ൌ 0 → y ൌ
ଶ൉଴మିଷ

ହ
→  

→ y ൌ
െ3
5

 

Corte	0y → y ൌ 0 → 0 ൌ
ଶ୶మିଷ

ହ
→ േට

ଷ

ଶ
  

3. Regiones 
 

 

4. Simetría 

	Par → fሺxሻ ൌ fሺെxሻ →
2xଶ െ 3

5
ൌ
2xଶ െ 3

5
→ tiene	simetría	par 

5.  Asíntotas 

 AV 

No tiene asíntotas verticales 

 AH 

 lim୶→േஶ
ଶ୶మିଷ

ହ
ൌ ∞ →

no	tiene	asíntota	horizontal  

 AO 
 y ൌ mx ൅ n 

 m ൌ lim୶→േஶ
୤ሺ୶ሻ

୶
→

ଶ୶మିଷ

ହ୶
ൌ 

ൌ ∞	no	tiene	asíntota	oblicua  



Apuntes	de	Matemáticas	
 

Jorge	Cerezo	Martínez	
hellosoyjorge@hotmail.com	 Página	55 

6. Crecimiento y decrecimiento. Máximos y mínimos 

 Primera derivada: 

ᇱݕ ൌ
ሺ4ݔሻሺ5ሻ െ ሺ2ݔଶ െ 3ሻሺ0ሻ

5ଶ
→
ݔ4
5
ൌ 0 → ݔ ൌ 0 

 ሺെ∞, 0ሻ 0 ሺ0,∞ሻ 
f’ - 0 + 
f ↓ mín. ↑ 

 

 Segunda derivada: 

yᇱᇱ ൌ
4x
5
→ yᇱᇱ ൌ

ሺ4ሻሺ5ሻ െ ሺ4xሻሺ0ሻ

5ଶ
→ 20 ൌ 0 → ∄	punto	de	inflexión 

 ሺെ∞,∞ሻ 
f’ + 
f ∪ 

 

7. Gráfica 
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9. Cálculo integral de funciones de una variable 
9.1 La integral de Riemann 

La idea de integral de una función es la idea del área bajo una curva 
 

Definición 
Llamaremos partición de un intervalo ሾa, bሿ a cualquier conjunto ordenado de puntos 
ሼx଴, xଵ, … , x୬ሽ que verifique a ൌ x଴ ൏ xଵ ൏ ⋯ ൏ x୬ ൌ b. 
 
Definición 
Sea f: ሾa, bሿ → Թ acotada en ሾa, bሿ y sea P ൌ ሼx଴, xଵ, … , x୬ሽ una partición de ሾa, bሿ. 

 Llamaremos suma inferior de f correspondiente a P a: 

sሺf, pሻ ൌ෍m୧ሺx୧ െ x୧ିଵሻ
୬

୧ୀଵ

	donde	m୧ ൌ infሼfሺxሻ/x ∈ ሾx୧ െ x୧ିଵሿሽ 

 Llamaremos suma superior de f correspondiente a P a: 

Sሺf, pሻ ൌ෍m୧ሺx୧ െ x୧ିଵሻ
୬

୧ୀଵ

	donde	m୧ ൌ supሼfሺxሻ/x ∈ ሾx୧ െ x୧ିଵሿሽ 

sሺf, pሻ ൑ Sሺf, pሻ 
Definición 
Sea f: ሾa, bሿ → Թ acotada en ሾa, bሿ. Diremos que f es integrable en el sentido de Riemann en 
ሾa, bሿ si su integral inferior coincide con su integral superior. En el caso en el que sea f 
integrable, llamaremos integral de f en ሾa, bሿ al valor de dichas integrales (superior e inferior) y 

las	denotaremos	por	 ׬ f
ୠ
ୟ ó	 ׬ fሺxሻ

ୠ
ୟ dx. Al punto a se le llama límite inferior de integración y al 

punto b límite superior de integración. 
 

Proposición 
Sea f: ሾa, bሿ → Թ acotada en ሾa, bሿ si f es continua en ሾa, bሿ salvo en un número finito de puntos 
⇒ f es integrable en ሾa, bሿ. La mayoría de las funciones acotadas que se utilizan son integrables. 
 

9.2. Propiedades de una integral 
Proposición 

Sea k ∈ Թ ⇒ ׬ kdx ൌ
ୠ
ୟ kሺb െ aሻ. 

 

Proposición 
Sean f y g funciones integrables en ሾa, bሿ ⇒∶ λf ൅ μg es integrable en ሾa, bሿ	∀λ, μ ∈ Թ 

y׬ ൫λfሺxሻ൯
ୠ
ୟ ൅ ൫μgሺxሻ൯dx ൌ λ׬ fሺxሻdx

ୠ
ୟ ൅ μ׬ gሺxሻ

ୠ
ୟ dx. 

 

9.2.1. Ejemplos 

׬ .1
ଵ

ଶ

ଶ
ଵ xଶ ൅ 3xଷdx ൌ

ଵ

ଶ
׬ xଶ
ଶ
ଵ dx ൅ ׬3 xଷ

ଶ
ଵ  

׬ .2
଻

ହ

଴
ଵ cos x െ

଺

଻
sin x dx ൌ

଻

ହ
׬ cos x
଴
ଵ dx െ ׬

଺

଻
sin x dx

଴
ଵ  
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Proposición 
Sea f integrable en ሾa, bሿ si fሺxሻ ൌ gሺxሻ para cualquier x de ሾa, bሿ salvo para un número finito de 

puntos ⇒ g	es	integrable	en	ሾa, bሿ	y	 ׬ fሺxሻdx ൌ ׬ gሺxሻdx
ୠ
ୟ

ୠ
ୟ . 

 

Proposición 

Sean f y g integrables en ሾa, bሿ si fሺxሻ ൑ gሺxሻ para cualquier x de ሾa, bሿ ⇒ ׬ fሺxሻdx ൑
ୠ
ୟ

׬ gሺxሻdx
ୠ
ୟ . Es suficiente con que la desigualdad se verifique salvo en un número finito de puntos 

en el intervalo. 
 

Proposición 

Si f es integrable en ሾa, bሿ ⇒ |f| es integrable en ሾa, bሿ y ademásቚ׬ fሺxሻdx
ୠ
ୟ ቚ ൑ ׬ |fሺxሻ|dx

ୠ
ୟ . 

 

Definición 

Se define integral entre a y a de la función f como:׬ fሺxሻdx
ୟ
ୟ ൌ 0 

 

Definición 

Se define integral entre b y a de la función f para b ൐ ܽ como ׬ fሺxሻdx
ୠ
ୟ ൌ െ׬ fሺxሻdx

ୟ
ୠ  

 

9.3. Teorema del valor medio para integrales 
 

Si f es continua en el intervalo ሾa, bሿ ⇒ ∃ en un punto ε en ሾa, bሿ tal que fሺεሻ ൌ
ଵ

ୠିୟ
׬ fሺxሻ
ୠ
ୟ dx. 

Teorema 

Si f es integrable en ሾa, bሿ ⇒ la función definida en ሾa, bሿ por Fሺxሻ ൌ ׬ fሺtሻ
୶
ୟ dt es continua en 

ሾa, bሿ. 
 

9.4. Teorema fundamental del cálculo 
 

Sea f integrable en ሾa, bሿ y sea Fሺxሻ ൌ ׬ fሺtሻ
୶
ୟ dt, si f es continua en el punto x଴ ∈ ሾa, bሿ ⇒ F es 

derivable en x଴ y Fᇱሺx଴ሻ ൌ fሺx଴ሻ. 
 

Corolario 

Si	f	es	en	ሾa, bሿ ⇒
d
dx
න fሺtሻdt
୶

ୟ
ൌ fሺxሻ,

d
dx
න fሺtሻdt
ୠ

୶
ൌ െfሺxሻ. Además, si	g	y	h	son	funciones	 

Derivables	tales	que	gሺxሻ ∈ ሾa, bሿ	y	hሺxሻ ∈ ሾa, bሿ 	⇒
ୢ

ୢ୶
׬ fሺtሻdt
୦ሺ୶ሻ
୥ሺ୶ሻ ൌ f൫hሺxሻ൯hᇱሺxሻ െ f൫gሺxሻ൯gᇱሺxሻ. 

 

Definición 
Sean f y G dos funciones definidas en un intervalo I. Diremos que G es una primitiva de f en I si 
se verifica que: Gᇱሺxሻ ൌ fሺxሻ∀x ∈ I. 
La primitiva de la función f, también denominada integral indefinida de f, se suele denotar 
Como: ׬ fሺxሻ dx. Si G es una primitiva de f ⇒ cualquier primitiva de f será de la forma: 

׬ fሺxሻdx ൌ Gሺxሻ ൅ ∁	con	∁	∈ Թ. 
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9.4.1. Regla de Barrow 
 

Sea f integrable en ሾa, bሿ y sea G una primitiva de f en ሾa, bሿ ⇒ ׬ fሺxሻdx
ୠ
ୟ ൌ Gሺxሻ|ୟୠ ൌ Gሺbሻ െ Gሺaሻ 

9.4.1.1. Ejemplos 

׬ .1 e୶dx
ଵ
଴  

න e୶dx
ଵ

଴
ൌ ሾe୶ሿ଴

ଵ → eଵ െ e଴ ൌ 

ൌ eଵ െ 1 ≅ 1,71uଶ 

׬ .2 sin x dx
ଶ஠
஠  

න sin x dx
ଶ஠

஠
ൌ ሾcos xሿ஠ଶ஠ → 

→ cos2π െ cos π ൌ 2uଶ 

׬ .3 cos x
ଵ
଴ dx 

න cos x
ଵ

଴
dx ൌ ሾsin xሿ଴

ଵ → sin 1 െ sin 0 ≅ 0,2uଶ 

׬ .4 3xଶ ൅ 2x
ସ
ଶ dx 

න 3xଶ ൅ 2x
ସ

ଶ
dx ൌ ሾxଷ ൅ xଶሿଶ

ସ → 

→ ሺ4ଷ ൅ 4ଶሻ െ ሺ2ଷ ൅ 2ଶሻ ≅ 68uଶ 

׬ .5
଺

ଶ୶

ଵ଴
భ
మ

dx 

න
6
2x

ଵ଴

ଵ
ଶ

dx → 3න
2
2x

ଵ଴

ଵ
ଶ

dx ൌ ሾ3 ln|2x|ሿଵ
ଶ

ଵ଴ → 

→ 3 ln 20 െ 3 ln 1 ≅ 9uଶ 

 
 
 

9.4.2. Integración por partes 
 

Si u y v son dos funciones de clase ∁ଵ en el intervalo  ሾa, bሿ ⇒ se verifica ׬ uሺxሻvᇱሺxሻ
ୠ
ୟ dx ൌ 

ൌ uሺxሻvሺxሻ|ୟୠ െ ׬ uᇱሺxሻvሺxሻdx
ୠ
ୟ  de modo abreviado ׬ udv

ୠ
ୟ ൌ uv|ୟୠ െ ׬ vdu

ୠ
ୟ . 

 

9.4.3. Cambio de variable 
 

Sea una función derivable en ሾa, bሿ tal que uᇱ es integrable en ሾa, bሿ. Sea f una función 

continua en el intervalo uሺሾa, bሿሻ ⇒ ׬ fሺxሻdx
୳ሺୠሻ
୳ሺୟሻ ൌ ׬ f൫uሺtሻ൯

ୠ
ୟ uᇱሺtሻdt. 

 

10. Métodos de integración 
 

10.1. Integración por descomposición 
 

නሺλfሺxሻ ൅ μgሺxሻ ൅ ⋯൅ሻdx ൌ λන fሺxሻ dx ൅ μනgሺxሻ dx ൅⋯൅න…dx 

*Es aplicado sobre todo a funciones trigonométricas 
 

10.1.1. Ejemplos 

3xଶ׬ .1 ൅ 5x dx ൌ ׬3xଶdx׬ 5xdx ൌ xଷ ൅
ହ୶మ

ଶ
൅ ∁ 

׬ .2 sin x ൅3 tan x dx ൌ ׬ sin x dx ൅ ׬3 tan x dx ൌ െcos x െ ln|cos x| ൅ ∁ 

׬ .3
୶యି଻୶మିସ

୶మ
dx ൌ ׬3 xdx െ dx׬7 െ ׬4

ଵ

୶మ
dx ൌ xଶ െ 7x ൅

଼

୶
൅ ∁ 
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10.2. Integración por partes 
 

නuሺxሻvᇱሺxሻ dx ൌ uሺxሻvሺxሻ െ නuᇱሺxሻvሺxሻ dx	ó	abreviadoනudv ൌ uv െ නvdu 

La integración por partes se suele aplicar a integrales de la forma ׬ x୬fሺxሻ dx. En general se 

toma u ൌ x୬ y dv ൌ fሺxሻdx, salvo en el caso en el que la derivada de f sea una función racional 
o similar, tales como ln x,	arctg	x ó arcsen	x. Para estos casos se toma ݑ ൌ ݂ሺݔሻ	ݕ	ݒ݀ ൌ  ݔ௡݀ݔ
siguiendo la estructura nemotécnica de ALPES, funciones del tipo arco, logaritmo, polinómica, 
exponencial y seno, coseno y tangente, siempre que hubiera que hacer una relación con varias 
funciones y hubiera de elegirse una o combinación de éstas. 
 

10.2.1. Ejemplos 

׬ .1 xe୶dx → ቄ u ൌ x du ൌ dx
dv ൌ e୶dx v ൌ e୶

ቅ ൌ xe୶ െ׬ e୶dx ൌ xe୶ െ e୶ ൅ ∁ൌ e୶ሺx െ 1ሻ ൅ ∁ 

׬ .2 xଶe୶ dx → ቄ u ൌ xଶ du ൌ 2x	dx
dv ൌ e୶dx v ൌ e୶

ቅ ൌ xଶe୶ െ 2xe୶dx׬ → ቄ u ൌ 2x du ൌ 2	dx
dv ൌ e୶dx v ൌ e୶

ቅ → 

→ xଶe୶ െ ሺ2xe୶ െ 2e୶dxሻ׬ ൌ xଶe୶ െ 2xe୶ ൅ 2e୶ ൅ ∁ൌ e୶൫xଶ ൅ ሺ1 െ xሻ൯ ൅ ∁  

2x׬ .3 cos x → ቄ u ൌ 2x du ൌ 2	dx
dv ൌ cos x dx v ൌ sin x

ቅ ൌ 2x sin x െ 2׬ sin x dx ൌ 2x sin x ൅ 2 cos x ൅ ∁	ൌ 

ൌ 2ሺx sin x ൅ cos xሻ ൅ ∁ 

׬ .4 x ln x →ቐ
u ൌ ln x du ൌ

ଵ

୶
dx

dv ൌ xdx v ൌ
୶మ

ଶ

ቑ ൌ
୶మ

ଶ
ln x െ ׬

୶మ

ଶ
൉
ଵ

୶
dx ൌ

୶మ

ଶ
ln x െ

୶మ

ସ
൅ ∁ൌ

୶మ

ଶ
ቀln x െ

ଵ

ଶ
ቁ ൅ ∁ൌ 

ൌ
୶మ

ଶ
ቀln x െ

ଵ

ଶ
ቁ ൅ ∁  

׬ .5 ଷݔ ln ݔ ݔ݀ →ቐ
u ൌ ln x du ൌ

ଵ

୶
dx

dv ൌ xଷdx v ൌ
୶ర

ସ

ቑ ൌ
୶ర

ସ
ln x െ ׬

୶ర

ସ
൉
ଵ

୶
dx ൌ

୶ర

ସ
ቀln x െ

ଵ

ସ
ቁ ൅ ∁ 

׬ .6 ସݔ ln ݔ ݔ݀ → ቐ
u ൌ ln x du ൌ

ଵ

୶
dx

dv ൌ xଷdx v ൌ
୶ర

ସ

ቑ ൌ
୶ఱ

ହ
ln x െ ׬

୶ఱ

ହ
൉
ଵ

୶
dx ൌ

୶ఱ

ହ
ሺln x ൅ 1ሻ ൅ ∁ 

10.3. Cambio de variable 
 

න fሺxሻdx ൌ නf൫uሺtሻ൯uᇱሺtሻdtห
୲ୀ୳షభሺ୶ሻ

 

10.3.1 Ejemplos 

׬ .1
ୡ୭ୱ୶

ଵାୱ୧୬మ ୶
dx → ቄ t ൌ sin x

dt ൌ cos x dx
ቅ ൌ ׬

ଵ

ଵା୲మ
dt ൌ arctg	t ൅ ∁

ୡୟ୫ୠ୧୭
ሱۛ ۛۛ ሮۛ arctgሺsin xሻ ൅ ∁ 

׬ .2 cos x sinଷ x dx → ቄ t ൌ sin x
dt ൌ cos x dx

ቅ ൌ ׬ tଷdt ൌ
୲ర

ସ
൅ ∁

ୡୟ୫ୠ୧୭
ሱۛ ۛۛ ሮۛ

ୱ୧୬ర ୶

ସ
൅ ∁ 

׬ .3
୶మ

ଶ୶యି଻
dx → ൜t ൌ 2xଷ െ 7

dt ൌ 6xଶdx
ൠ ൌ

ଵ

଺
׬
ୢ୲

୲
ൌ

ଵ

଺
ln|t| ൅ ∁

ୡୟ୫ୠ୧୭
ሱۛ ۛۛ ሮۛ

ଵ

଺
ln|2xଷ െ 7| ൅ ∁ 

5xଶe୶׬ .4
య
→ ൜ t ൌ xଷ

dt ൌ 3xଶdx
ൠ ൌ

ହ

ଷ
׬ e୲ dt ൌ

ହ

ଷ
e୲ ൅ ∁

ୡୟ୫ୠ୧୭
ሱۛ ۛۛ ሮۛ

ହ

ଷ
e୶

య
൅ ∁ 

׬ .5 xሺxଶ െ 3ሻdx → ൜ t ൌ xଷ

dt ൌ 3xଶdx
ൠ ൌ

ଵ

ଶ
׬ tdt ൌ

ଵ

ଶ
൉
୲మ

ଶ
൅ ∁

ୡୟ୫ୠ୧୭
ሱۛ ۛۛ ሮۛ

୶మିଷ

ସ
൅ ∁ 

ሺ1ݔ2׬ .6 ൅ ଶሻଶݔ ݔ݀ → ൜ ݐ ൌ ଶݔ

ݐ݀ ൌ ݔ݀ݔ2
ൠ ൌ ሺ1׬ ൅ ݐሻଷ݀ݐ ൌ

ሺଵା௧ሻర

ସ
൅ ∁

௖௔௠௕௜௢
ሱۛ ۛۛ ሮۛ

൫ଵା௫మ൯
ర

ସ
൅ ∁ 
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10.3.2. Integrales algebraicas irracionales 

Se reducen a racionales,	sea Rሺxሻ׬ dx;׬Rቆx, ቀ
ୟ୶ାୠ

ୡ୶ାୢ
ቁ
୔భ ୯భൗ

, … , ቀ
ୟ୶ାୠ

ୡ୶ାୢ
ቁ
୔ౡ ୯ౡൗ

ቇ dx	con	Pଵ, … , P୩, qଵ, … , q୩ ∈ Ժ 

Cambio de variable t ൌ ቀax൅b
cx൅d

ቁ
భ
ౣ con	m ൌ m. c.m൫q1, … , qk൯,		donde m. c.m൫q1, … , qk൯ representa 

el mínimo común múltiplo de qଵ, … , q୩. 

 

10.3.2.1 Ejemplos 

׬ .1
√୶ିଵ

ଵା √୶ିଵ
య dx ൌ ׬

ሺ୶ିଵሻ
భ
మ

ଵାሺ୶ିଵሻ
భ
య
dx 

Los exponentes son 
ଵ

ଶ
 y 

ଵ

ଷ
, luego tenemos que calcular el mínimo común múltiplo de 2 y 3, 

m. c.mሺ2,3ሻ ൌ 6, por tanto: 

t ൌ ሺx െ 1ሻ
ଵ
଺
ୢୣୱ୮ୣ୨ୟ୬ୢ୭
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ x ൌ t଺ ൅ 1 → dx ൌ 6tହdt 

Sustituyendo 

න
√x െ 1

1 ൅ √x െ 1య dx ൌ න
tଷ

1 ൅ tଶ
6tହdt ൌ 6න

t଼

1 ൅ tଶ
dt 

Como el grado de P ൒ Q procedemos a la división, de la que resulta	Rሺxሻ ൌ 1 y	Cሺxሻ ൌ 	t଺ െ tସ ൅ tଶ െ 1, 
por tanto: 

6 ൬න t6 െ t4 ൅ t2 െ 1 dt ൅ න
1

1 ൅ tଶ
dt൰ →→

6t଻

7
െ
6tହ

5
൅
6tଷ

3
െ 6t ൅ 6arctg	tଶ ൅ ∁

ୡୟ୫ୠ୧୭
ሱۛ ۛۛ ሮۛ 

→
6
7
ሺx െ 1ሻ

଻
଺ െ

6
5
ሺx െ 1ሻ

ହ
଺ ൅ 2ሺx െ 1ሻ

ଵ
଺ െ 6ሺx െ 1ሻ

଻
଺ ൅ 6arctgሺx െ 1ሻ

ଵ
଺ ൅ ∁ 

 

10.3.3. Funciones racionales de seno y coseno 
Seaܴ׬ሺsin ݔ , cos  ݔሻ݀ݔ

1. Cambio general: ݐ ൌ tan ቀ
௫

ଶ
ቁ, con lo que 

 sin ݔ ൌ
ଶ௧

ଵା௧మ
 

 cos ݔ ൌ
ଵି௧మ

ଵା௧మ
 

 ݀ݔ ൌ
ଶௗ௧

ଵା௧మ
 

2. Si	ܴሺsin ݔ , െcos ሻݔ ൌ െܴሺsin ݔ , cos ሻݔ ⇒ el cambio es ݐ ൌ sin ݐ݀ y ݔ ൌ cos ݔ  ݔ݀
3. Si ܴሺെ sin ݔ , cos ሻݔ ൌ െܴሺsin ݔ , cos ሻݔ ⇒ el cambio es ݐ ൌ cos ݐ݀ y ݔ ൌ sin ݔ  ݔ݀
4. Si ܴሺെ sin ݔ , െcos ሻݔ ൌ ܴሺsin ݔ , cos ሻݔ ⇒ el cambio es ݐ ൌ tan  ݔ

 sin ݔ ൌ
௧

√ଵା௧మ
 

 cos ݔ ൌ
ଵ

√ଵା௧మ
 

 ݀ݔ ൌ
ௗ௧

ଵା௧మ
 

10.3.3.1. Ejemplos 

׬ .1
ଵ

ଵାୡ୭ୱ௫
 ݔ݀

Utilizamos el cambio ݐ tan ቀ
௫

ଶ
ቁ pues la función no verifica las condiciones 2,3 y 4 luego: 
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න
ݔ݀

1 ൅ cos ݔ
ൌ

ە
۔

cosۓ ݔ ൌ
1 െ ଶݐ

1 ൅ ଶݐ

ݔ݀ ൌ
ݐ2݀
1 ൅ ଶݐ ۙ

ۘ

ۗ
→ න

1

1 ൅
1 െ ଶݐ
1 ൅ ଶݐ

൉
ݐ2݀
1 ൅ ଶݐ

ൌ න
ݐ2݀

ሺ1 ൅ ଶሻሺ1ݐ െ ଶሻݐ
ൌ න

ݐ2݀
2

ൌ 

ൌ න݀ݐ → ݐ ൅ ∁
௖௔௠௕௜௢
ሱۛ ۛۛ ሮۛ tan ቀ

ݔ
2
ቁ ൅ ∁ 

׬ .2
ୡ୭ୱయ ௫

଼ାୱ୧୬య ௫
 ݔ݀

La función es impar en coseno, verifica la condición 2, luego: 

Rሺsin x , െcos xሻ ൌ
൫ିୡ୭ୱయ ୶൯

଼ାୱ୧୬య ୶
ൌ െ

ୡ୭ୱయ ୶

଼ାୱ୧୬య ୶
ൌ െRሺsin x , cos xሻ Así: 

න
cosଷ x

8 ൅ sinଷ x
dx ൌ න

ሺcosଶ xሻ cos x
8 ൅ sinଷ x

dx ൌ න
ሺ1 െ sinଶ xሻ cos x

8 ൅ sinଷ x
dx ൌ ቄ t ൌ sin x

dt ൌ cos x dx
ቅ → න

1 െ tଶ

8 ൅ tଷ
dt

∗

 

 

* Esta integral requiere de un proceso, primero el grado de P ൒ Q, por tanto, procedemos a la 
determinación de raíces de Q haciendo Ruffini y obtenemos ሺt ൅ 2ሻ como raíz ∈ Թ y xଶ െ 2x ൅ 4 ∈ ԧ, 
luego: 

1 െ tଶ

8 ൅ tଷ
ൌ

A
t ൅ 2

൅
MଵxNଵ

tଶ െ 2t ൅ 4
→
Aሺtଶ െ 2t ൅ 4ሻ ൅ MଵxNଵሺt ൅ 2ሻ

8 ൅ tଷ
→ 

→ 1 െ tଶ ൌ Atଶ െ 2At ൅ 4A ൅ Mଵtଶ ൅ 2Mଵt ൅ Nଵt ൅ 2Nଵ 

െ1 ൌ A ൅Mଵ
0 ൌ െ2A ൅ 2Mଵ ൅ Nଵ

1 ൌ 4A ൅ 2Nଵ
ቱ
ቱ
A ൌ െ

1
4

Mଵ ൌ െ
3
4

Nଵ ൌ 1

 

Luego 

න
1 െ tଶ

8 ൅ tଷ
dx ൌන

െ
1
4

ݐ ൅ 2
ݐ݀ ൅ න

െ
3
4 ݐ ൅ 1

ଶݐ െ ݐ2 ൅ 4
ݐ݀

∗

 

 

1* Esta integral requiere un proceso de simplificación, por tanto: 
 

න
െ
3
4 ݐ ൅ 1

ଶݐ െ ݐ2 ൅ 4
ݐ݀ ൌ െ

3
8
න
ݐ2 െ

8
3 ൅

2
3 െ

2
3

ଶݐ െ ݐ2 ൅ 4
ݐ݀ ൌ െ

3
8
න

ݐ2 െ 2
ଶݐ െ ݐ2 ൅ 4

ݐ݀ ൅
1
4
න

ݐ݀
ଶݐ െ ݐ2 ൅ 4

ଶ∗

 

 
2* Esta integral requiere de un proceso de simplificación por tanto: 
 

1
4
න

ݐ݀
ଶݐ െ ݐ2 ൅ 4

ൌ
1
4
න

ݐ݀
ݐଶሺߚ െ ሻଶߙ

→ ଶݐ െ ݐ2 ൅ 4 ൌ ݐଶሺߚ െ ሻଶߙ → 

→ ଶݐ െ ݐ2 ൅ 4 ൌ ଶߙଶݐଶߚ െ  ߙݐ2
 

1 ൌ 1
െ2 ൌ െ2ߙ
4 ൌ ଶߙଶ൅ߚ

ฯ
ߙ ൌ 1
ߚ ൌ 3 

Así 

1
4
න

ݐ݀
3 ൅ ሺݐ െ 1ሻଶ

ൌ
1
12

න
ݐ݀

1 ൅
ሺݐ െ 1ሻଶ

3

ൌ
√3
12

න

1
√3

1 ൅ ൬ݐ െ 1
√3

൰
 ݐ݀
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Luego 

න
cosଷ x

8 ൅ sinଷ x
→ න

1 െ t2

8 ൅ t3
dt ൌ െ

1
4
න

dt
t ൅ 2

െ
3
8
න

2t െ 2
tଶ െ 2t ൅ 4

dt ൅
√3
12

න

1
√3

1 ൅ ൬t െ 1
√3

൰
dt → 

→ െ
1
4
ln|t ൅ 2| െ

3
8
ln|tଶ െ 2t ൅ 4| ൅

√3
12

arctgቌ
√3
3
ሺt െ 1ሻቍ ൅ ∁

ୡୟ୫ୠ୧୭
ሱۛ ۛۛ ሮۛ 

→ െ
1
4
ln|sin x ൅ 2| െ

3
8
ln|sinଶ x െ 2 sin x ൅ 4| ൅

√3
12

arctgቌ
√3
3
ሺsin x െ 1ሻቍ ൅ ∁ 

 

10.4. Integración de funciones racionales 
 

Una función racional es una función de la forma 
୔ሺ୶ሻ

୕ሺ୶ሻ
 donde P y Q son dos polinomios. Para 

calcular la primitiva de una función racional lo primero que hay que hacer es conseguir que el 
grado de P sea menor que el grado de Q. 

 Si el grado de P ൒ grado	de	Q ⇒ dividimos Pሺxሻ ൌ Qሺxሻ ൅ Rሺxሻ →
୔ሺ୶ሻ

୕ሺ୶ሻ
ൌ Cሺxሻ ൅

ୖሺ୶ሻ

୕ሺ୶ሻ
, 

donde C es el cociente y R el resto. 

Luego	 ׬
୔ሺ୶ሻ

୕ሺ୶ሻ
dx ൌ ׬Cሺxሻdx׬

ୖሺ୶ሻ

୕ሺ୶ሻ
dx	con	lo	que	tenemos ׬ Cሺxሻdx, quedando un polinomio 

simple y	׬
ୖሺ୶ሻ

୕ሺ୶ሻ
dx, una función racional. 

 El grado de R ൏  para integrarla hemos de distinguir varios casos, según ,ܳ	݁݀	݋݀ܽݎ݃
sean las raíces de Qሺxሻ. 

Casos 

1. Qሺxሻ tiene raíces reales simples 
2. Qሺxሻ tiene raíces reales múltiples 
3. Qሺxሻ tiene raíces complejas simples 
4. Qሺxሻ tiene raíces complejas múltiples 

10.4.1. Caso 1 

Qሺxሻ con raíces ሺα୧, i ∈ Գሻ;	Qሺxሻ ൌ Aሺx െ α୧ሻ ൉ ሺx െ αଶሻ… ሺx െ α୬ሻ así	
୔ሺ୶ሻ

୕ሺ୶ሻ
ൌ

୅భ
୶ି஑౟

൅
୅మ
୶ି஑మ

൅ ⋯൅
୅౤
୶ି஑౤

 

*Este caso dará como solución tipos de A୬ ln|x െ α୬| 

׬ .1
ହ୶యାଶ

୶యିହ୶మାସ୶
dx 

Procedemos a la división pues el grado de P ൒ al	grado	de	Q del que resulta Rሺxሻ ൌ 25xଶ െ 20x ൅ 2 
y ܥሺݔሻ ൌ 5 por tanto: 

න5݀ݔ ൅න
25xଶ െ 20x ൅ 2
ଷݔ െ ଶݔ5 ൅ ݔ4

 ݔ݀

Procedemos ahora a la resolución de las raíces e igualamos el denominador a 0, tal que ݔଷ െ ଶݔ5 ൅ ݔ4 → 
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ଶݔሺݔ െ ݔ5 ൅ 4ሻ ൌ 0 →
ହേ√ଽ

ଶ

⋰
⋱
4
1
→ ሺݔ െ 1ሻሺݔ െ 4ሻ ൌ 0 así: 

25xଶ െ 20x ൅ 2
xଷ െ 5xଶ ൅ 4x

ൌ
A
ሺxሻ

൅
B

ሺx െ 1ሻ
൅

C
ሺx െ 4ሻ

→
25xଶ െ 20x ൅ 2
xଷ െ 5xଶ ൅ 4x

ൌ
Aሺx െ 1ሻሺx െ 4ሻ ൅ Bሺxሻሺx െ 4ሻ ൅ Cሺxሻሺx െ 1ሻ

xଷ െ 5xଶ ൅ 4x
 

 

→ 25xଶ െ 20x ൅ 2 ൌ Axଶ െ 5Ax ൅ 4A ൅ Bxଶ െ 4Bx ൅ Cxଶ െ Cx 
 

25 ൌ A ൅ B ൅ C
െ20 ൌ െ5A െ 4B െ C

2 ൌ െ4A ቱ

ቱ
		

A ൌ
1
2

B ൌ
െ7
3

C ൌ
161
6

	 

Luego 

න5dx ൅ න
25xଶ െ 20x ൅ 2
xଷ െ 5xଶ ൅ 4x

dx ൌ
1
2
න
dx
x
െ
7
3
න

dx
x െ 1

൅
161
6

න
dx
x െ 4

ൌ 

ൌ 5x ൅
1
2
ln|x| െ

7
3
ln|x െ 1| ൅

161
6

ln|x െ 4| ൅ ∁ 

׬ .2
୶

୶యିହ୶మାସ୶
dx 

Como el grado de P ൏ ܳ procedemos a la determinación de las raíces de Q igualando el 

denominador a 0, tal que	xଷ െ 5xଶ ൅ 4x ൌ 0 →
ଷേ√ଵ

ଶ

⋰
⋱
2
1
→ ሺx െ 2ሻሺx െ 1ሻ	así: 

x
xଷ െ 5xଶ ൅ 4x

ൌ
A

x െ 2
൅

B
x െ 1

→
x

xଷ െ 5xଶ ൅ 4x
ൌ
Aሺx െ 1ሻ ൅ Bሺx െ 2ሻ

xଷ െ 5xଶ ൅ 4
→ 

→ x ൌ Ax െ A ൅ Bx െ 2B 

1 ൌ A ൅ B
0 ൌ െA െ 2B

ቛ A ൌ 2
B ൌ െ1

 

Luego 

න
x

xଷ െ 5xଶ ൅ 4x
dx ൌ 2න

dx
x െ 2

dx െ න
dx
x െ 1

ൌ 2 ln|x െ 2| െ ln|x െ 1| ൅ ∁ 

׬ .3
୶ିଷ

୶యି୶మିଶ୶
dx 

Como el grado de P ൏ ܳ procedemos a la determinación de las raíces de Q igualando el denominador a 0 

tal que xଷ െ 5xଶ ൅ 4x ൌ 0 → x ൌ 0 → xଶ െ x െ 2 ൌ 0 →
ଵേ√ଽ

ଶ

⋰
⋱
		2
െ1

→ ሺx െ 2ሻሺx ൅ 1ሻ así: 

x െ 3
xଷ െ xଶ െ 2x

ൌ
ܣ

ݔ െ 2
൅

ܤ
ݔ ൅ 1

൅
ܥ
ݔ
→

x െ 3
xଷ െ xଶ െ 2x

ൌ
Aሺxሻሺx ൅ 1ሻ ൅ Bሺxሻሺx െ 2ሻ ൅ Cሺx െ 2ሻሺx ൅ 1ሻ

xଷ െ xଶ െ 2x
→ 

 

→ x െ 3 ൌ Axଶ ൅ Ax ൅ Bxଶ െ Bx ൅ Cxଶ െ Cx െ 2C 
 

0 ൌ ܣ ൅ ܤ ൅ ܥ
1 ൌ ܣ െ ܤ2 െ ܥ
െ3 ൌ െ2ܥ ቱ

ቱ
ܣ ൌ െ

1
6

ܤ ൌ െ
4
3

ܥ ൌ
3
2
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Luego 

න
x െ 3

xଷ െ xଶ െ 2x
dx ൌ െ

1
6
න

dx
x െ 2

െ
4
3
න

dx
x ൅ 1

൅
3
2
න
dx
x
ൌ െ

1
6
ln|x െ 2| െ

4
2
ln|x ൅ 1| ൅

3
2
ln|x| ൅ ∁ 

 

10.4.2. Caso 2 
Qሺxሻ con raíces reales múltiples Qሺxሻ ൌ ሺx െ αሻ୰, tendremos: 

Pሺxሻ

Qሺxሻ
ൌ

Aଵ
x െ α

൅⋯൅
A୰ିଵ

ሺx െ αሻ୰ିଵ
൅

A୰
ሺx െ αሻ୰

	con	Aଵ, … , A୰ିଵ, A୰ ∈ Թ 

׬ .1
୶

ሺ୶ିଶሻమ
dx 

Como el grado de ܲ ൏ ܳ y no puede simplificarse procedemos a la determinación de raíces: 

 

න
x

ሺx െ 2ሻଶ
dx ൌ න

A
ሺx െ 2ሻଶ

dxන
B

x െ 2
dx 

x
ሺx െ 2ሻଶ

ൌ
A

ሺx െ 2ሻଶ
൅

B
x െ 2

→ x ൌ A ൅ Bሺx െ 2ሻ → x ൌ A ൅ Bx െ 2B 

1 ൌ B
0 ൌ A െ 2B

ቛA ൌ 2
B ൌ 1

 

Luego 

න
x

ሺx െ 2ሻଶ
dx ൌ 2න

dx
ሺx െ 2ሻଶ

൅ න
dx
x െ 2

ൌ
െ2
x െ 2

൅ ln|x െ 2| ൅ ∁ 

 

10.4.3. Caso 3 
Qሺxሻ con raíces complejas simples Qሺxሻ ൌ ሺxଶ ൅ αଵx ൅ Cଵሻ ൉ ሺxଶ ൅ αଶx ൅ Cଶሻ… ሺxଶ ൅ α୬x ൅ C୬ሻ, 

tendremos:	
୔ሺ୶ሻ

୕ሺ୶ሻ
ൌ

୑భ୶ା୒భ
୶మା஑భ୶ାେభ

൅
୑మ୶ା୒మ

୶మା஑మ୶ାେమ
൅ ⋯൅

୑౤୶ା୒౤
୶మା஑౤୶ାେ౤

con	Mଵ, Nଵ …M୬, N୬ ∈ Թ 

׬ .1
୶రିଶ୶యାଷ୶మି୶ାଷ

୶యିଶ୶మାଷ୶
dx 

Procedemos a la división pues el grado de P ൒ Q del que resulta Rሺxሻ ൌ െx ൅ 3 y Cሺxሻ ൌ x por 
tanto: 

නxdx ൅ න
െx ൅ 3

xଷ െ 2xଶ ൅ 3x
dx 

Procedemos ahora a la resolución de las raíces, igualamos el denominador a 0, tal que: 
 xଷ െ 2xଶ ൅ 3x ൌ 0 → x ൌ 0 → xଶ െ 2x ൅ 3 ൌ 0, desde este último polinomio resulta una raíz 
compleja, es decir, xଶ െ 2x ൅ 3 ∈ ԧ luego: 

െx ൅ 3
xଷ െ 2xଶ ൅ 3x

ൌ
A
x
൅

Mଵx ൅ Nଵ
xଶ െ 2x ൅ 3

→
Aሺxଶ െ 2x ൅ 3ሻ ൅ Mଵxଶ ൅ Nଵx

xଷ െ 2xଶ ൅ 3x
→ 

→ െx ൅ 3 ൌ Axଶ െ 2Ax ൅ 3A ൅Mଵxଶ ൅ Nଵx 
 

0 ൌ A ൅Mଵ
െ1 ൌ െ2A ൅ Nଵ

3 ൌ 3A
ะ

A ൌ 1
Mଵ ൌ െ1
Nଵ ൌ 1

 

Luego 

න
െx ൅ 3

xଷ െ 2xଶ ൅ 3x
dx ൌ න

dx
x
൅ න

െx ൅ 1
xଶ െ 2x ൅ 3

dx
∗
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* Esta integral es casi inmediata y necesita un ajuste pues, 
୥ᇲሺ୶ሻ

୥ሺ୶ሻ
 por tanto es del tipo logaritmo. 

න
െx ൅ 1

xଶ െ 2x ൅ 3
dx ൌ െ

1
2
න
െ2ሺെݔ ൅ 1ሻ

ଶݔ െ ݔ2 ൅ 3
 ݔ݀

Quedando 

න
xସ െ 2xଷ ൅ 3xଶ െ x ൅ 3

xଷ െ 2xଶ ൅ 3x
dx ൌ නxdx ൅ න

dx
x
െ
1
2
න
െ2ሺെݔ ൅ 1ሻ

ଶݔ െ ݔ2 ൅ 3
ݔ݀ → 

→
ଶݔ

2
൅ ln|ݔ| െ

1
2
ln|ݔଶ െ ݔ2 ൅ 3| ൅ ∁ 

 
 

10.4.4. Caso 4 (Método de Hermite) 
Qሺxሻ con raíces complejas múltiples Qሺxሻ ൌ ሺxଶ ൅ αଵx ൅ Cଵሻ୰భ … ሺxଶ ൅ α୫x ൅ C୫ሻ୰౤, 
 
 
Tendremos  

න
Pሺxሻ

Qሺxሻ
dx ൌ

Mଵx ൅ Nଵ
ሺxଶ ൅ αଵx ൅ Cଵሻ୰భିଵ

൅ ___ ൅
M୬x ൅ N୫

ሺxଶ ൅ α୫x ൅ C୫ሻ୰౤ିଵ
൅ නቆ

Mଵ
ᇱ x ൅ Nଵ

ᇱ

xଶ ൅ αଵx ൅ Cଵ
൅ ___ ൅

M୬
ᇱ x ൅ N୫ᇱ

xଶ ൅ α୫x ൅ C୫
ቇdx 

׬ .1
୶యାଵ

ሺ୶మିସ୶ାହሻమ
dx 

Como el grado de P ൒ Q procedemos a la determinación de raíces de Q igualando el 
denominador a 0 tal que xଶ െ 4x ൅ 5 ൌ 0, pero este polinomio resulta tener una raíz compleja 
doble, es decir, xଶ െ 4x ൅ 5 ∈ ԧ luego: 
 

න
xଷ ൅ 1

ሺxଶ െ 4x ൅ 5ሻଶ
dx ൌ

Mଵx൅Nଵ
xଶ െ 4x ൅ 5

൅න
Mଶx ൅ Nଶ
xଶ െ 4x ൅ 5

dx 

 

Procedemos a quitar la integral 
 

xଷ ൅ 1
ሺxଶ െ 4x ൅ 5ሻଶ

ൌ
Mଵሺxଶ െ 4x ൅ 5ሻ െ ሺMଵx൅Nଵሻሺ2x െ 4ሻ

ሺxଶ െ 4x ൅ 5ሻଶ
൅

Mଶx ൅ Nଶ
xଶ െ 4x ൅ 5

→ 

→
xଷ ൅ 1

ሺxଶ െ 4x ൅ 5ሻଶ
ൌ
Mଵሺxଶ െ 4x ൅ 5ሻ െ ሺMଵx൅Nଵሻሺ2x െ 4ሻ ൅ Mଶx ൅ Nଶሺxଶ െ 4x ൅ 5ሻ

ሺxଶ െ 4x ൅ 5ሻଶ
→ 

 
→ xଷ ൅ 1 ൌ ሺMଵxଶ െ 4Mଵx ൅ 5Mଵሻ െ ሺ2Mଵxଶ െ 4Mଵx ൅ 2Nଵx െ 4Nଵሻ ൅ ሺMଶxଷ െ 4Mଶxଶ ൅ 5Mଶ ൅ Nଶxଶ െ 4Nଶx ൅ 5Nଶሻ → 

→ xଷ ൅ 1 ൌ Mଶxଷ െ Mଵxଶ െ 4Mଶxଶ ൅ Nଶxଶ െ 2Nଵx ൅ 5Mଵx െ 4Nଶx ൅ 5Mଵ ൅ 4Nଵ ൅ 5Nଶ 

1 ൌ M2

0 ൌ െM1 െ 4M2 ൅ N2
0 ൌ െ2N1 ൅ 5M2 െ 4N2
1 ൌ 5M1 ൅ 4N1 ൅ 5N2

ቱ

ቱ
M1 ൌ

3

2
M2 ൌ 1

N1 ൌ
െ17

2

N2 ൌ
11

2

 

Luego 

න
xଷ ൅ 1

ሺxଶ െ 4x ൅ 5ሻଶ
dx ൌ

3
2 x െ

17
2

xଶ െ 4x ൅ 5
൅න

x ൅
11
2

xଶ െ 4x ൅ 5
dx →

3x െ 17
2ሺxଶ െ 4x ൅ 5ሻ

൅
1
2
න

2x ൅ 11
xଶ െ 4x ൅ 5

ଵ∗

dx 

1* Esta integral requiere aún un proceso de simplificación 
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න
2x ൅ 11

xଶ െ 4x ൅ 5
dx → න

2x ൅ 11 െ 15 ൅ 15
xଶ െ 4x ൅ 5

dx → න
2x െ 4

xଶ െ 4x ൅ 5
dx ൅ න

15
xଶ െ 4x ൅ 5

ଶ∗

dx 

 
2* Esta integral requiere un proceso de simplificación de caso 3, pues tenemos una raíz 
compleja simple que no se puede resolver con el proceso normal; procedemos a la 
simplificación de la arcotagente. 

1
2
න

15
xଶ െ 4x ൅ 5

dx ൌ
15
2
න

dx
xଶ െ 4x ൅ 5

→ xଶ െ 4x ൅ 5 ൌ βଶ ൅ ሺx െ αሻଶ → 

→ xଶ െ 4x ൅ 5 ൌ βଶ ൅ αଶ ൅ xଶ െ 2xα 
 

െ4 ൌ െ2α
5 ൌ βଶ ൅ αଶ ฯ

α ൌ 2
β ൌ 1 

Luego 
15
2
න

dx
1 ൅ ሺx െ 2ሻଶ

 

Así 

න
xଷ ൅ 1

ሺxଶ െ 4x ൅ 5ሻଶ
dx ൌ

3x െ 17

2ሺx2 െ 4x ൅ 5ሻ
൅ න

2x െ 4
xଶ െ 4x ൅ 5

dx ൅
15
2
න

dx
1 ൅ ሺx െ 2ሻଶ

→ 

→
3x െ 17

2ሺx2 െ 4x ൅ 5ሻ
൅ ln|x2 െ 4x ൅ 5| ൅

15
2
arctgሺx െ 2ሻ ൅ ∁ 

 

11. Optimización ejemplos 
 
1. Con una cartulina de 8x5 metros se desea construir una caja sin tapa de volumen máximo. Hallar las 
dimensiones de dicha caja. 
 

 

La ecuación a optimizar es Vሺx, y, zሻ ൌ xyz, 
donde x define el ancho de la caja, z el largo e y 
el alto. Dichas variables como definen 
dimensiones, no pueden ser negativas. Tampoco 
nulas porque no habría caja, por tanto 

x ൐ ݕ				0 ൐ ݖ			0 ൐ 0 
 

Fijándonos en el dibujo, es posible deducir dos 
ecuaciones de ligadura. 
 

2y ൅ x ൌ 5											2y ൅ z ൌ 8 
 

Despejando x y z: 
 

x ൌ 5 െ 2y									z ൌ 8 െ 2y 
 
 

Dos variables han quedado ligadas a una sola, ahora utilizaremos las ecuaciones de ligadura para que la 
ecuación del volumen de tres variables pase a ser de una sola variable: 
 

Vሺyሻ ൌ ሺ5 െ 2yሻyሺ8 െ 2yሻ ൌ 40y െ 26yଶ ൅ 4yଷ 
 
 

Ahora procedemos a calcular sus máximos y mínimos con derivadas: 
 
 

Vሺyሻ ൌ 40 െ 26y ൅ 4yଶ 
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Igualamos a 0 y resolvemos la ecuación 

Vᇱሺyሻ ൌ 40 െ 52y ൅ 12yଶ ൌ 0 → y ൌ
52 േ √52ଶ െ 4 ൉ 40 ൉ 12

2 ൉ 12
ൌ
52 േ 28
24

ൌ ൝y ൌ
10
3

y ൌ 1
 

 

Dos valores candidatos a máximos, mínimos o puntos de inflexión. Utilizando la derivada segunda: 
 

Vᇱᇱሺyሻ ൌ െ52 ൅ 24y ൝V
ᇱᇱ ൬
10
3
൰ ൌ

644
3

	mínimo

Vᇱᇱሺ1ሻ ൌ െ28	máximo
 

 

Una vez determinado el máximo, el resto de dimensiones se halla con las ecuaciones de ligadura: 
 

x ൌ 5 െ 2y → x ൌ 5 െ 2 ൌ 3				; 			z ൌ 8 െ 2y → z ൌ 8 െ 2 ൌ 6 
 

Luego la caja de volumen máximo tiene por dimensiones 3x1x6 

2. Un rectángulo está acotado por los ejes y por la gráfica ݕ ൌ
ሺ଺ି௫ሻ

ଶ
. ¿Qué longitud debe tener el 

rectángulo para que área sea máxima? 

 

Como tenemos que optimizar una función de 
área de un rectángulo su expresión es: 
 

,ݔሺܣ ሻݕ ൌ  ݕݔ
 

Las dos variables por definir dimensiones deben 
ser mayores que 0 y menores que los valores 
lógicos que vemos en la gráfica: 
 

0 ൏ ݔ ൏ 6								0 ൏ ݕ ൏ 3 
 
La ecuación de la ligadura es la que define la recta 
 

ݕ ൌ ൬
6 െ ݔ
2

൰ 

Sustituimos en la ecuación del área 

ሻݔሺܣ ൌ ݔ ൬
6 െ ݔ
2

൰ →
ݔ6 െ ଶݔ

2
 

 

Derivamos para calcular sus máximos y mínimos 
 

ሻݔᇱሺܣ ൌ 3 െ  ݔ
 

Igualamos a 0 y resolvemos la ecuación 
 

ሻݔᇱሺܣ ൌ 3 െ ݔ ൌ 0 → ݔ ൌ 3 
 

Un valor candidato a máximo, mínimo o punto de inflexión, realizamos la segunda derivada: 
 

ሻݔᇱᇱሺܣ ൌ െ1 → ᇱᇱሺ3ሻܣ ൌ െ1 
 

Se trata de un máximo, una vez hallada la longitud de su base se resuelve la altura mediante la ecuación 
de la ligadura: 

ݕ ൌ ൬
6 െ ݔ
2

൰ → ൬
6 െ 3
2

൰ ൌ
3
2

 
 

Luego el área máxima del rectángulo es 3x	
ଷ

ଶ
 

 
 
 


