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1. Nociones de topología matemática en Թ୬ 

Definición 
Sea x ൌ ሺxଵ, xଶ, … , x୬ሻ ∈ Թ୬ Llamaremos norma euclidea o norma de x a : 

‖x‖ ൌ ටxଵ
ଶ, xଶ

ଶ, … , x୬ଶ ൌ ඩ෍xଶ୨

୬

୨ୀଵ

 

Proposición 
Se verifica las siguientes propiedades: 

1. |x| ൒ 0	∀	x ∈ Թ 
2. ‖x‖ ൒ 0	y	‖x‖ ൌ 0 ↔ x ൌ 0 
3. ‖λx‖ ൌ ‖λ‖ ൉ ‖x‖	∀	Թ, x ∈ Թ୬ 
4. ‖x ൅ y‖ ൑ ‖x‖ ൅ ‖y‖	∀	x, y ∈ Թ୬ 

Definición 
Sea x, y	 ∈ Թ୬. Llamaremos distancia x a y al número real dሺx, yሻ ൌ ‖x ൉ y‖ 
 

Definición 
Sea x ∈ Թ୬	y	r ∈ Թ	con	 ൐: 

1. Llamaremos bola abierta de centro (o centrada) en "x" y radio  "r" a: 

Bሺx, rሻ ൌ y ∈ Թ୬/‖y െ λ‖ ൏  ݎ

2. Llamaremos bola cerrada de centro en "x" y radio  "r" a: 

Bഥሺx, rሻ ൌ y ∈ Թ୬/‖y െ x‖ ൑ r 

Definición 
Llamaremos entorno a cualquier bola abierta centrada en ese punto. 
 

Definición 
Un conjunto no vacio A ⊆ Թ୬ es abierto ∀	∈ A	∃ un r ൐ ,ሺaܤ	:/	0 rሻ ⊆ A. Un conjunto c ⊆ Թ୬ es cerrado 
si R~c es abierto. Por definición, el conjunto vacío se considera tanto abierto como vacío. 
 

Definición 
Sea B ⊆ Թ୬ un conjunto se define: 

1. El interior de B, denotado por intሺBሻ, como el mayor abierto en B. 
2. La clausura de B, denotado por clሺBሻ, como el menor cerrado que contiene a B. 
3. La frontera de B, denotado por FrሺBሻ o por δB con FrሺBሻ ൌ ClሺBሻ	~	intሺBሻ. 

Un conjunto B ⊆ Թ୬ es acotado si está contenida en una bola. 
 
Definición 
Un conjunto A ⊆ Թ୬ es acotado si está contenido en una bola, ሺA ⊆ Թ୬	acotada	si	∃	δ ൐ 0|A ⊆ Bሺθ, δሻ|ሻ 
 
Definición 
Un conjunto  A ⊆ Թ୬ se dice acotado si ∃ un número real positivo k de manera que ‖λ‖ ⊆ k	∀ punto de 
x ∈ A. 
 
Definición 
Un conjunto B ⊆ Թ୬ es compacto si es cerrado y acotado. 
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Definición 
Sea A ⊆ Թ୬ se dice que x ∈ Թ୬ es un punto compacto si es cerrado y acotado ∀	nº	Թ	E ൐ 0, el conjunto: 

Bሺx, Eሻ ∩് 0 
Los puntos de acumulación son aquellos sobre los que posteriormente podremos calcular límites de 
funciones de varias variables. Si el conjunto de A es abierto, todo punto de A es de acumulación 
 
Ejercicios 
Decid como los siguientes son los siguientes conjuntos y calcular si int, Cl, Fr. 

1. A:ሼሺx, yሻ ∈ Թଶ: x ൐ 0ሽ 
2. B:ሼሺx, yሻ ∈ Թଶ: x ൅ y ൏ 1ሽ 
3. C:ሼሺx, yሻ ∈ Թଶ: xଶ ൅ yଶ ൐ 0ሽ 

4. D:ቄሺx, yሻ ∈ Թଶ:
ଵ

୶
൐ 1ቅ 

5. E:ሼሺx, yሻ ∈ Թଶ: x ൅ y ൑ 1ሽ 
6. F:ሼሺx, yሻ ∈ Թଶ: x ൒ 2ሽ 
7. G:ሼሺx, yሻ ∈ Թଶ: xଶ ൅ yଶ ൑ 1ሽ 

8. H:ቄሺx, yሻ ∈ Թଶ:
ଵ

୶
൑ 1ቅ 

9. I:ሼሺx, yሻ ∈ Թଶ: xଶ ൐ 1ሽ 
10. J:ሼሺx, yሻ ∈ Թଶ: yଶ ൒ 2ሽ 
11. K:൛ሺx, yሻ ∈ Թଶ:mdxሼ|x|, |y| ൑ 1ሽൟ 

 
2. Límites y continuidad de funciones reales de varias 

variables 
 

Definición 
Una función escalar de varias variables es una aplicación f: A ⊆ Թ୬ → Թ 
A: El conjunto A recibe el nombre de campo de definición o dominio y se denota en general Dሺfሻ, y el 
conjunto de todos los valores que toma la función se llama imagen o recorrido. 
 
Definición 
Una función vectorial de varias variables es una aplicación donde m ൐ :݂	ݑ ܣ ⊆ Թ୬ → Թ୫ 
El conjunto A recibe El nombre de dominio de f y se denota por Dሺfሻ. Las funciones escalares fଵ, fଶ, … , f୫ 
se llaman componentes de f. 
 
Definición 
Sea f: A ⊆ Թ୬ → Թ୫. Se dice que f está acotada en A si	∃ una constante M ൐ 0 tal que ‖fሺxሻ‖ ൏ M para 
cada x ∈ A. Una función está acotada ⇒ lo están sus componentes. 
 
Definición 
Sea	f: D ⊆ Թ୬ → Թ୫ una función de varias variables y sea a ∈ D. Diremos que L ∈ Թ୫ es el límite de f 
cuando x tiende a lim୶→ୟ fሺxሻ ൌ L 	∀ε ൐ ߜ	݊ݑ	∃	0 ൐ 0	݅ݏ	݁ݑݍ	݈ܽݐ	0 ൏ ‖x െ a‖ ൏ ߜ ⇒: |fሺxሻ െ L| ൏  Se .ߝ
escribe como |fሺxሻ െ L| ൏  Esto es útil en cierta medida debido al siguiente resultado, el cual reduce al .ߝ
cálculo de límites para funciones vectoriales al correspondiente problema para funciones reales. 
 
Proposición 
El límite en caso de ∃ es único. Llamando fଵ, … , f୫ a los componentes de f y tomando L ൌ ሺLଵ,… , L୬ሻ se 
tiene que lim୶→ୟ fሺλሻ ൌ lim୶→ୟ f୧ሺxሻ ൌ L୧	, i ൌ 1,2,3…	, de esta manera basta con estudiar los límite de 
funciones escalares. 
Las funciones vectoriales se pueden estudiar componente a componente. 
 
Propiedades 
Con respecto a los límites y las operaciones entre funciones se obtiene: 

Lଵ ൌ lim
୶→ୟ

fሺxሻ 	y	Lଶ ൌ lim
୶→ୟ

gሺxሻ 

1. lim୶→ୟሺαf ൅ βgሻ ൉ ሺxሻ ൌ αLଵ ൅ βLଶ 
2. Si	m ൌ 1 ⇒ lim୶→ୟ fሺxሻ ൉ gሺxሻ ൌ Lଵ ൉ Lଶ 

3. Si	m ൌ 1	y	Lଶ ് 0	 lim୶→ୟ
୤ሺ୶ሻ

୥ሺ୶ሻ
ൌ

୐భ
୐మ
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3. Cálculo del límite 

Sea f: D ⊂ Թଶ → Թ una función yሺa, bሻ ∈ D. Vamos a ver técnicas para reducir el cambio del límite de f 
al cambio de límites de funciones reales de variable real, tenemos lim	 fሺx, yሻ ⇒ ሺx, yሻ → ሺa, bሻ. 
Proposición 

Sean lim
୶୷

ൌ lim
୷→ୠ

ቀlim
୶→ୟ

fሺx, yሻቁ ∈ Թ 

lim
୷୶

ൌ lim
୶→ୟ

൬lim
୷→ୠ

fሺx, yሻ൰ ∈ Թ 

Si	∃ lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺୟ,ୠሻ

fሺx, yሻ ൌ L ⇒ L୶୷ ൌ L୷୶ ൌ L 

Así como consecuencia 

1. Si	L୷୶, L୶୷ ∈ Թ	yL୶୷ ് L୷୶ ⇒ ∄ limሺ୶,୷ሻ→ሺୟ,ୠሻ fሺx, yሻ 
2. Si	 limሺ୶,୷ሻ→ሺୟ,ୠሻ fሺx, yሻ ൌ L୶୷ ൌ L୷୶ 
3. Puede	que	∃	L୶୷	ó	L୷୶	los	dos	y	que	∃	limሺ୶,୷ሻ→ሺୟ,ୠሻ fሺx, yሻ 

 
3.1. Ejemplos 

 
3.1.1 Calcular limሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ ቀ

୶రି୷ర

୶మା୷మ
ቁ 

Al sustituir ሺ0,0ሻ en la función obtenemos indeterminación 
଴

଴
. Pero podemos eliminar la indeterminación 

procediendo tal que: 
 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xସ െ yସ

xଶ ൅ yଶ
→ lim

ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

ሺxଶ ൅ yଶሻሺxଶ െ yଶሻ

xଶ ൅ yଶ
→ lim

ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ
xଶ ൅ yଶ ൌ 0 

3.2. Ejemplos de límites radiales 
 

3.2.1. Calcular el límite radial limሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ
୶୷ି୶ା୷

୶ା୷
 

Se sustituye y ൌ mx 
 

lim
୶→଴

xሺxmሻ െ x ൅ ሺxmሻ

x ൅ ሺxmሻ
→ lim

୶→଴

x൫ሺxmሻ െ 1 ൅ ሺmሻ൯

x൫1 ൅ ሺmሻ൯
→ lim

୶→଴

mx െ 1 ൅m
1 ൅m

ൌ
mെ 1
m൅ 1

 

 

Puesto que el resultado depende de m, el limite general ∄ 

3.2.2. Calcular el límite radial limሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ
୶ି୷

୶ା୷
 

Se sustituye y ൌ mx 

lim
୶→଴

x െ ሺxmሻ

x ൅ ሺxmሻ
→ lim

୶→଴

xሺ1 െ mሻ

xሺ1 ൅ mሻ
→ lim

୶→଴

1 െ m
1 ൅m

ൌ
1 െm
1 ൅m

 
 

Puesto que el resultado depende de m, el limite general ∄ 

3.2.3. Calcular el límite radial limሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ
୶మ୷

୶రା୷ర
 

Se sustituye y ൌ mx 
 

lim
୶→଴

xଶሺxmሻ

xସ ൅ ሺxmሻସ
→ lim

୶→଴

xଶሺxmሻ

xଶሺxଶ ൅ mଶሻ
→ lim

୶→଴

xm
xଶ ൅ mଶ ൌ

0
mଶ ൌ 0	∀m ∈ Թ 

 

No podemos garantizar la ∃ del límite en el punto ሺ0,0ሻ. Aunque en el caso de ∃ sería 0 

3.2.4. Calcular el límite radial limሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ
ଷ୶୷

୶మା୷మ
 

Se sustituye y ൌ mx 
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lim
୶→଴

3xሺxmሻ

xଶ ൅ ሺxmሻଶ
→ lim

୶→଴

xଶሺ3mሻ

xଶሺ1 ൅ mଶሻ
→ lim

୶→଴

3m
1 ൅mଶ ൌ

3m
1 ൅mଶ 

Puesto que el resultado depende de m, el limite general ∄ 

4. Límites direccionales 

 
Considerando una función y ൌ gሺxሻ de manera que lim୶→ୟ gሺxሻ ൌ b se define el límite direccional a lo 
largo de g como lim୶→ୟ f൫x, gሺxሻ൯ ൌ L୥. 
Proposición 
Si ∃ limሺ୶,୷ሻ→ሺୟ,ୠሻ fሺx, yሻ ൌ L, se verifica que L ൌ L୥∀ función g satisfaciendo la definición de límite 
direccional en ሺa, bሻ así: 

1. Si encontramos dos funciones reales de variable real g y gଶ satisfaciendo la definición de límite 
direccional en ሺa, bሻ de manera que L୥ ് L୥మ ⇒ podemos	afirmar	que	∄	limሺ୶,୷ሻ→ሺୟ,ୠሻ fሺx, yሻ. 

2. Si L୥ ∉ Թ para alguna g ⇒ podemos afirmar que ∄ limሺ୶,୷ሻ→ሺୟ,ୠሻ fሺx, yሻ éste tomaría valor L୥. 
 

4.1.  Paso a coordenadas polares 

El paso de  coordenadas polares permite el cálculo del límite sin tener que utilizar la definición. Este 
procedimiento consiste en asignar a cada punto ሺx, yሻ salvo el ሺ0,0ሻ unas nuevas coordenadas que son 
radio de dicho vector y el ángulo que forma con el eje x, a la relación entre las coordenadas cartesianas y 

polares viene dada por la relación ൜
x ൌ r ൉ cos θ
y ൌ r ൉ sin θ  así la función considerada fሺx, yሻ se escribe f ൭rณ

୶

, θณ
୷

൱ ൌ

fሺr ൉ cos θ , r ൉ sin θሻ. 

4.2. Ejemplos 
 

1. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶మ୷

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

			0						ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
	 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xଶy
xଶ ൅ yଶ

ൌ lim
୰→଴

ሺr ൉ cos θሻଶሺr ൉ sin θሻ
ሺr ൉ cos θሻଶ൅ሺr ൉ sin θሻଶ

ൌ lim
୰→଴

rଷሺcosଶ θ ൉ sin θሻ

rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ
ୱ୧୬మ ஘ାୡ୭ୱమ ஘ୀଵ
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ 

 

lim
୰→଴

r ൉ cosଶ θ ൉ sin θ
1

ൌ lim
୰→଴

r ൉ cosଶ θ ൉ sin θ ൌ 0 

 

La función es continua en el origen, ya que lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

fሺx, yሻ ൌ fሺ0,0ሻ ൌ 0 

 

2. fሺx, yሻ ൌ ቊ
୶ା୷

୶ି୷
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

			0		ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
	 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

x ൅ y
x െ y

ൌ lim
୰→଴

r cos θ ൅ r sin θ
r cos θ െ r sin θ

ൌ lim
୰→଴

rሺcos θ ൅ sin θሻ

rሺcos θ െ sin θሻ
ൌ lim

୰→଴

cos θ ൅ sin θ
cos θ െ sin θ

 

Al depender sólo de θ	∄ el límite doble y la función no es continua 

3. fሺx, yሻ ൌ ൝
୷మ

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
	 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

yଶ

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୰→଴

ሺr ൉ sin θሻଶ

ሺr cos θሻଶ൅ሺr sin θሻଶ
ൌ lim

୰→଴

rଶሺsinଶ θሻ

rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ
sin2 θ൅cos2 θൌ1
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ 
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lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

sinଶ θ
1

ൌ lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

sinଶ θ 

Al depender sólo de θ	∄ el límite doble y la función no es continua 

4. fሺx, yሻ ൌ ൝
y ൉ sin

ଵ

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

								0													ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
	 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

y ൉ sin
1

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୰→଴
		r sin θ ൉ sin

1
ሺr cos θሻଶ൅ሺr sin θሻଶ

sin2 θ൅cos2 θൌ1
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ lim

୰→଴
		r sin θ ൉ sin

1
rଶ
ൌ 0 

La función es continua en el origen, ya que lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

fሺx, yሻ ൌ fሺ0,0ሻ ൌ 0 

5. fሺx, yሻ ൌ ቊ
୶୷

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0					ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
	 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xy
xଶ ൅ yଶ

ൌ lim
୰→଴

ሺr cos θሻሺr sin θሻ
ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θሻଶ

ൌ lim
୰→଴

rଶሺcos θ ൉ sin θሻ

rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ
sin2 θ൅cos2 θൌ1
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ lim

୰→଴
sin θ cos θ 

Al depender sólo de θ	∄ el límite doble y la función no es continua 

6. fሺx, yሻ ൌ ൝
୷୶మି୷య

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0					ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
	 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

yxଶ െ yଷ

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୰→଴

ሺr sin θሻሺr cos θሻଶ െ ሺr sin θሻଷ

ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θሻଶ
ൌ lim

୰→଴

rଷ൫ሺsin θ cosଶ θሻ െ ሺsinଷ θሻ൯
rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ

ୱ୧୬మ ஘ାୡ୭ୱమ ஘ୀଵ
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ 

lim
୰→଴

	r൫ሺsin θ cosଶ θሻ െ ሺsinଷ θሻ൯ ൌ lim
୰→଴

	r sin θ ሺcosଶ θ െ sinଶ θሻ
ୡ୭ୱଶ஘ୀୡ୭ୱమ ஘ିୱ୧୬మ ஘
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ 

lim
୰→଴

	r sin θ cos 2θ ൌ 0 

La función es continua en el origen, ya que lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

fሺx, yሻ ൌ fሺ0,0ሻ ൌ 0 

7. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶୷మ

୶యା୷య
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0					ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
	 

lim
ሺx,yሻ→ሺ0,0ሻ

xyଶ

xଷ ൅ yଷ
→ lim

୰→଴

ሺr cos θሻ ൉ ሺr sin θሻଶ

ሺr cos θሻଷ ൅ ሺr sin θሻଷ
→ lim

୰→଴

rଷሺcos θ ൉ sin θሻ

rଷሺcosଷ θ ൅ sinଷ θሻ
ൌ

ሺcos θ ൉ sin θሻ
ሺcosଷ θ ൅ sinଷ θሻ

 

 

Al sólo depender de	θ	∄	límite doble y la función no es continua 
 

8. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶మ୷మ

୶రା୷ర
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0					ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
	 

 

lim
ሺx,yሻ→ሺ0,0ሻ

xଶyଶ

xସ ൅ yସ
→ lim

୰→଴

ሺr cos θሻଶ ൉ ሺr sin θሻଶ

ሺr cos θሻସ ൅ ሺr sin θሻସ
→ lim

୰→଴

rସሺcosଶ θ ൉ sinଶ θሻ

rସሺcosସ θ ൅ sinସ θሻ
→

cosଶ θ ൉ sinଶ θ
cosସ θ ൅ sinସ θ

 

 

Al sólo depender de	θ	∄	límite doble y la función no es continua 
 

9. fሺx, yሻ ൌ ൝e
	

౮య

౮మశ౯మ	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ
					1				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ

	 

lim
ሺx,yሻ→ሺ0,0ሻ

e
	
୶య

୶మା୷మ → lim
୰→଴

e
	

ሺ୰ ୡ୭ୱ஘ሻయ

ሺ୰ ୡ୭ୱ஘ሻమାሺ୰ ୱ୧୬஘ሻమ → lim
୰→଴

e

		
୰య൫ୡ୭ୱయ ஘൯

୰మቆୡ୭ୱమ ஘ାୱ୧୬మ ஘ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
భ

ቇ
→ lim

୰→଴
e	୰ ୡ୭ୱ

య ஘ ൌ 1 

La función es continua en el origen, ya que lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

fሺx, yሻ ൌ fሺ0,0ሻ ൌ 1 
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10. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶మሺ୶ି୷ሻ

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
	 

lim
ሺx,yሻ→ሺ0,0ሻ

xଶሺx െ yሻ

xଶ ൅ yଶ
→ lim

୰→଴

rଶ cosଶ θ ሺr cos θ െ r sin θሻ
ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θሻଶ

→ r cosଶ θ ሺcos θ െ sin θሻ ൌ 0 

La función es continua en el origen, ya que lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

fሺx, yሻ ൌ fሺ0,0ሻ ൌ 0 

11. fሺx, yሻ ൌ ቊ
x ൅ xଶyଶ sin ቀ

୷

୶
ቁ	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

												0																ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

lim
ሺx,yሻ→ሺ0,0ሻ

x ൅ xଶyଶ sin ቀ
y
x
ቁ → lim

୰→଴
r cos θ ൅ rଶ cosଶ θ rଶsinଶ θ sin ൬

r sin θ
r cos θ

൰ ൌ 0 

La función es continua en el origen, ya que lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

fሺx, yሻ ൌ fሺ0,0ሻ ൌ 0 

4.3. Otros ejemplos de coordenadas polares 
 

1. Estudiar limሺ୶,୷ሻ→ሺିଵ,ଶሻ
୶మା୷మିହ

୶ା୷ିଵ
 

Se realiza el cambio a polares	x ൌ െ1 ൅ r cos θ ; y ൌ 2 ൅ r sin θ 
 
 
 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺିଵ,ଶሻ

xଶ ൅ yଶ െ 5
x ൅ y െ 1

→ lim
୰→଴

ሺെ1 ൅ r cos θሻଶ൅ሺ2 ൅ r sin θሻଶ െ 5
െ1 ൅ r cos θ ൅ 2 ൅ r sin θ െ 1

→ 

 
 

→ lim
୰→଴

1 െ 2r cos θ ൅ rଶ cosଶ θ ൅ 4 ൅ 4r sin θ ൅ rଶ sinଶ θ െ 5
െ1 ൅ r cos θ ൅ 2 ൅ r sin θ െ 1

→ lim
୰→଴

െ2r cos θ ൅ rଶ cosଶ θ ൅ 4r sin θ ൅ rଶ sinଶ θ
r cos θ ൅ r sin θ

→ 
 

→ lim
୰→଴

െ2r cos θ ൅ rଶ cosଶ θ ൅ 4r sin θ ൅ rଶ sinଶ θ
r cos θ ൅ r sin θ

→ lim
୰→଴

r ቌെ2 cos θ ൅ 4 sin θ ൅ r൭cosଶ θ ൅ sinଶ θᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ
ଵ

൱ቍ

rሺcos θ ൅ sin θሻ
→ 

 
 

→ lim
୰→଴

െ2 cos θ ൅ 4r sin θ ൅ r
cos θ ൅ sin θ

ൌ
െ2 cos θ ൅ 4r sin θ

cos θ ൅ sin θ
 

 

Puesto que el resultado depende de ߠ, el limite pedido ∄ 
 
Proposición 
Sean f: D ⊂ Թଶ → R	y	ሺ0,0ሻ ∈ D	si	∃	l ∈ 	Թ tal que lim୰→଴ fሺr, θሻ ൌ l ∀	θ ∈ ሾ0,2πሿ	 y se tiene que 
|fሺr, θሻ െ l| ൑ Fሺrሻ	∀	θ ∈ ሾ0,2πሿ	donde Fሺrሻ es una función real de variable real satisfaciendo que 
lim୰→଴ Fሺrሻ ൌ 0 ⇒	 limሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ fሺx, yሻ ൌ l. 

El límite l es uniformemente independiente de θ cuando r tiene a 0. 
 

Proposición 
Sean	f:D ⊂ Թ2 → R	y	ሺa, bሻ ∈ Թ2. Si	∃	limr→0 fሺa ൅ r cosθ , b ൅ r sinθሻ ൌ l ∈ Թ ⇒ ∃limሺx,yሻ→ሺa,bሻ fሺx, yሻ ൌ l 
En caso de que	∄, sea infinito o dependiente de θ, el límite limሺ୶,୷ሻ→ሺୟ,ୠሻ fሺx, yሻ. 
 

Concavidad en varias variables 
 
Definición 
Sea f: D ⊂ Թ୬ → Թ୫ una función de varias variables y sea x଴ ∈ D. Se dice que f es continua en x଴ si 
∃ lim୶→୶బ fሺxሻ y se cumple fሺx଴ሻ ൌ lim୶→୶బ fሺxሻ. 
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Propiedades 
Sea f: D ⊂ Թ୬ → Թ୫ es continua ↔ son continuas sus funciones coordenadas fi: D	Թ୬ → Թ	i ൌ 1,2, … ,m 

Los siguientes operaciones, sumas, producto, producto por escalar, cociente ሺg ് 0ሻ, de f continuas y 
reales es continua. 
 

Teorema (Weiertrass) 
Sea k un compacto de Rସ, y	f ൉ k ⊆ R୬ → R una función real de varias variables que es continua sobre 
k	⇒ ∃ puntos x୫á୶	, x୫í୬ ∈ k	tales que ∀x ∈ k se cumple fሺx୫í୬ሻ ൑ fሺxሻ ൑ fሺx୫á୶ሻ. 

 

4.4.Ejemplos de definición de límite 
 

1. fሺx, yሻ ൌ ൝
ሺ୶ା୷ሻమ

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

Indeterminación 	
଴

଴
 

 fଵሺx, yሻ lim୶→଴ ቀlim୷→଴
ሺ୶ା୷ሻమ

୶మା୷మ
ቁ ൌ lim୶→଴

୶మ

୶మ
ൌ 1 

 fଶሺx, yሻ lim୷→଴ ቀlim୶→଴
ሺ୶ା୷ሻమ

୶మା୷మ
ቁ ൌ lim୷→଴

୷మ

୷మ
ൌ 1 

 
∃ los límites iterados y son iguales, por tanto, diremos que ∃ el límite doble 

 

2. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶రା୷ర

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

Indeterminación 
଴

଴
 

 fଵሺx, yሻ lim୶→଴ ቀlim୷→଴
୶రା୷ర

୶మା୷మ
ቁ ൌ lim୶→଴

୶ర

୶మ
ൌ lim୶→଴ xଶ ൌ 0 

 fଶሺx, yሻ lim୷→଴ ቀlim୶→଴
୶రା୷ర

୶మା୷మ
ቁ ൌ lim୷→଴

୷ర

୷మ
ൌ lim୷→଴ yଶ ൌ 0 

 
∃ los límites iterados y son iguales, por tanto, diremos que ∃ el límite doble 

 

3. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶యା୶୷

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

Indeterminación 
଴

଴
 

 fଵሺx, yሻ lim୶→଴ ቀlim୷→଴
୶యା୶୷

୶మା୷మ
ቁ ൌ lim୶→଴

୶య

୶మ
ൌ lim୶→଴ x ൌ 0 

 fଶሺx, yሻ lim୷→଴ ቀlim୶→଴
୶యା୶୷

୶మା୷మ
ቁ ൌ lim୷→଴

଴

୷మ
ൌ 0 

 
∃ los límites iterados y son iguales, por tanto, diremos que ∃ el límite doble 

 

4. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶యା୷ర

୶మା୷మା୷ర
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

							0								ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
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Indeterminación 
଴

଴
 

 fଵሺx, yሻ lim୶→଴ ቀlim୷→଴
୶యା୷ర

୶మା୷మା୷ర
ቁ ൌ lim୶→଴

୶య

୶మ
ൌ lim୶→଴ x ൌ 0 

 fଶሺx, yሻ lim୷→଴ ቀlim୶→଴
୶యା୷ర

୶మା୷మା୷ర
ቁ ൌ lim୷→଴

୷ర

୷మା୷ర
ൌ lim୷→଴

୷మ

ଵା୷మ
ൌ

଴

ଵ
ൌ 0 

∃ los límites iterados y son iguales, por tanto, diremos que ∃ el límite doble 
 

5. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶୷మ

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0			ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

Indeterminación 
଴

଴
 

 fଵሺx, yሻ lim୶→଴ ቀlim୷→଴
୶୷మ

୶మା୷మ
ቁ ൌ

଴

୶మ
ൌ 0 

 fଶሺx, yሻ lim୷→଴ ቀlim୶→଴
୶୷మ

୶మା୷మ
ቁ ൌ

଴

୷మ
ൌ 0 

∃ los límites iterados y son iguales, por tanto, diremos que ∃ el límite doble 

6. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶మି୷మ

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0			ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

Indeterminación 
଴

଴
 

 fଵሺx, yሻ lim୶→଴ ቀlim୷→଴
୶మି୷మ

୶మା୷మ
ቁ ൌ

୶మ

୶మ
ൌ 1 

 fଶሺx, yሻ lim୷→଴ ቀlim୶→଴
୶మି୷మ

୶మା୷మ
ቁ ൌ

ି୷మ

୷మ
ൌ െ1 

∃ los límites iterados y son iguales, por tanto, diremos que ∃ el límite doble 

7. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶మሺ୷ିଵሻା୷మ

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0			ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

Indeterminación 
଴

଴
 

 fଵሺx, yሻ lim୶→଴ ቀlim୷→଴
୶మሺ୷ିଵሻା୷మ

୶మା୷మ
ቁ ൌ lim୶→଴

ି୶మ

୶మ
ൌ lim୶→଴ሺെ1ሻ ൌ െ1 

 fଶሺx, yሻ lim୷→଴ ቀlim୶→଴
୶మሺ୷ିଵሻା୷మ

୶మା୷మ
ቁ ൌ lim୷→଴

୷మ

୷మ
ൌ lim୷→଴ 1 ൌ 1 

                     ∃ los límites iterados pero son distintos, por tanto, diremos que ∄ el límite doble 

8. fሺx, yሻ ൌ ቊ
୶୷

୶୷ାሺ୶ି୷ሻమ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0			ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

Indeterminación 
଴

଴
 

 fଵሺx, yሻ lim୶→଴ ቀlim୷→଴
୶୷

୶୷ାሺ୶ି୷ሻమ
ቁ → lim

୶→଴
	0 ൌ 0 

 fଶሺx, yሻ lim୷→଴ ቀlim୶→଴
୶మሺ୷ିଵሻା୷మ

୶మା୷మ
ቁ → lim

୷→଴
	0 ൌ 0 
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∃ los límites iterados y son iguales, por tanto, diremos que ∃ el límite doble 

4.5.  Ejemplos (completo) 
 

1. fሺx, yሻ ൌ ൝
ሺ୶ା୷ሻమ

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

a) Límite direccional, f en ሺ0,0ሻ según la recta y ൌ mx 
b) Polares, estudiar la continuidad de f en ሺ0,0ሻ 
c) Límites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto ሺ0,0ሻ 

 

a) Límites direccionales 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

ሺx ൅ yሻଶ

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୶→଴

൫x ൅ ሺmxሻ൯
ଶ

൫xଶ ൅ ሺmxሻ൯
ଶ ൌ lim

୶→଴

൫xሺ1 ൅ mሻ൯
ଶ

൫xଶሺx ൅ mሻ൯
ଶ ൌ lim

୶→଴

xଶሺ1 ൅ 2m ൅mଶሻ

xଶሺxଶ ൅ 2mx ൅mଶሻ
ൌ 

ൌ lim
୶→଴

1 ൅ 2m ൅mଶ

mଶ  

 
No podemos garantizar la ∃ de límite de f en el punto ሺ0,0ሻ. Aunque en el caso de ∃ sería 0. 

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

ሺx ൅ yሻଶ

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୰→଴

ሺr cos θ ൅ r sin θሻଶ

ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θሻଶ
ൌ lim

୰→଴

rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ

rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ
ୡ୭ୱమ ஘ାୱ୧୬మ ஘ୀଵ
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ 

lim
୰→଴

1
1
ൌ 1 

Se tiene que ∃ el límite de f en el punto ሺ0,0ሻ, es 1 y no coincide con el valor de f en ሺ0,0ሻ, por tanto, f es 
continua en ሺ0,0ሻ. 

c) Siguiendo la definición por límites iterados 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,଴ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞మ

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

ଵ

୦
ൌ ∞ 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞మ

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

ଵ

୦
ൌ ∞ 

∄ las dos derivadas parciales de 1er orden, por tanto, no es derivable. 

2. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶రା୷ర

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

a) Límite direccional, f en ሺ0,0ሻ según la recta y ൌ mx 
b) Polares, estudiar la continuidad de f en ሺ0,0ሻ 
c) Límites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto ሺ0,0ሻ 

 

a) Límites direccionales 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xସ ൅ yସ

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୶→଴

xସ ൅ ሺmxሻସ

xଶ ൅ ሺmxሻଶ
ൌ lim

୶→଴

xସሺ1 ൅ mସሻ

xଶሺ1 ൅ mଶሻ
ൌ lim

୶→଴
xଶ ൌ 0	∀m ∈ Թ 

Garantizamos la ∄ de límite de f en el punto ሺ0,0ሻ. Aunque en el caso de ∃ sería 0. 

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xସ ൅ yସ

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୰→଴

ሺr cos θሻସ ൅ ሺr sin θሻସ

ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θሻଶ
ൌ lim

୰→଴

rସሺcosସ θ ൅ sinସ θሻ

rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ
ൌ 
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ൌ lim
୰→଴

rଶሺcosସ θ ൅ sinସ θሻ
ሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ

ୡ୭ୱమ ஘ାୱ୧୬మ ஘ୀଵ
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ lim

୰→଴
	rଶሺcosସ θ ൅ sinସ θሻ ൌ 0 

Se tiene que ∃ el límite de f en el punto ሺ0,0ሻ, es 0 y coincide con el valor de f en ሺ0,0ሻ, por tanto, f es 
continua en ሺ0,0ሻ. 

c) Siguiendo la definición por límites iterados 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞ర

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

୦మ

୦
ൌ lim

୦→଴
	h ൌ 0 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞ర

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

୦మ

୦
ൌ lim

୦→଴
	h ൌ 0 

∃	las dos derivadas parciales de 1er orden y coinciden, por tanto es derivable 

3. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶యା୶୷

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

a) Límite direccional, f en ሺ0,0ሻ según la recta y ൌ mx 
b) Polares, estudiar la continuidad de f en ሺ0,0ሻ 
c) Límites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto ሺ0,0ሻ 

 

a) Límites direccionales 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xଷ ൅ xy
xଶ ൅ yଶ

ൌ lim
୶→଴

xଷ ൅ xሺmxሻ

xଶ ൅ ሺmxሻଶ
ൌ lim

୶→଴

xଶ ൅ ሺx ൅mሻ

xଶሺ1 ൅ mଶሻ
ൌ lim

୶→଴

m
1 ൅mଶ 

No podemos garantizar la ∃ de límite de f en el punto ሺ0,0ሻ. Aunque en el caso de ∃ sería 0. 

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xଷ ൅ xy
xଶ ൅ yଶ

ൌ lim
୰→଴

ሺr cos θሻଷ ൅ ሺr sin θሻሺr cos θሻ
ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θሻଶ

ൌ lim
୰→଴

rଶሺr cos θሻ ൅ sin θ cos θ
rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ

ୡ୭ୱమ ஘ାୱ୧୬మ ஘ୀଵ
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ 

 

ൌ lim
୰→଴

sin θ cos θ 

Se tiene que ∄ el límite de f en el punto ሺ0,0ሻ, por tanto, f no continua en ሺ0,0ሻ. 

c) Siguiendo la definición por límites iterados 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,଴ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞ర

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

୦యା୦ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴
	hଶ ൅ 1 ൌ 1 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

୦ି଴

୦మ
ൌ lim

୦→଴

ଵ

୦
ൌ ∞ 

∄ las dos derivadas parciales de 1er orden, por tanto, no es derivable. 

4. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶యା୷ర

୶మା୷మା୷ర
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

							0							ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

a) Límite direccional, f en ሺ0,0ሻ según la recta y ൌ mx 
b) Polares, estudiar la continuidad de f en ሺ0,0ሻ 
c) Límites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto ሺ0,0ሻ 

 

a) Límites direccionales 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xଷ ൅ yସ

xଶ ൅ yଶ ൅ yସ
ൌ lim

୶→଴

xଷ ൅ ሺmxሻସ

xଶ ൅ ሺmxሻଶ ൅ ሺmxሻସ
ൌ lim

୶→଴

xଶሺx ൅ mସxଶሻ

xଶሺ1 ൅ mଶ ൅mସxଶሻ
ൌ 
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lim
୶→଴

ሺx ൅ mସxଶሻ
ሺ1 ൅ mଶ ൅mସxଶሻ

ൌ lim
୶→଴

0
1 ൅mଶ ൌ0	∀m ∈ Թ 

 

Garantizamos la ∄ de límite de f en el punto ሺ0,0ሻ 

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xଷ ൅ yସ

xଶ ൅ yଶ ൅ yସ
ൌ lim

୰→଴

ሺr cos θሻଷ ൅ ሺr sin θሻସ

ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θሻଶ ൅ ሺr sin θሻସ
ൌ lim

୰→଴

rଷሺcosଷ θ ൅ sinସ θሻ

rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θ ൅ rଶ sinସ θሻ
ൌ 

 

ൌ lim
r→0

rሺcos3 θ ൅ sin4 θሻ

1 ൅ r2 sin4 θ
ൌ
0

1
ൌ 0 

 

Se tiene que ∃ el límite de f en el punto ሺ0,0ሻ, es 0 y coincide con el valor de f en ሺ0,0ሻ, por tanto, f es 
continua en ሺ0,0ሻ. 

c) Siguiendo la definición por límites iterados 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,଴ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞య

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

୦

୦
ൌ 1 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞ర

౞మశ౞ర
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

౞ర

భశ౞మ

୦
ൌ lim

୦→଴

୦

ଵା୦మ
ൌ

଴

ଵ
ൌ 0 

∃	las dos derivadas parciales de 1er orden pero no coinciden, por tanto, no es derivable 

5. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶୷మ

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

a) Límite direccional, f en ሺ0,0ሻ según la recta y ൌ mx 
b) Polares, estudiar la continuidad de f en ሺ0,0ሻ 
c) Límites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto ሺ0,0ሻ 

 

a) Límites direccionales 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xyଶ

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୶→଴

xሺmxሻଶ

xଶ ൅ ሺmxሻଶ
ൌ lim

୶→଴

xଷmଶ

xଶሺ1 ൅ mଶሻ
ൌ lim

୶→଴

xmଶ

ሺ1 ൅ mଶሻ
ൌ 0	∀m ∈ Թ 

Garantizamos la ∄ de límite de f en el punto ሺ0,0ሻ 

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xy2

x2 ൅ y2
ൌ lim

୰→଴

ሺr cos θሻሺr sin θሻଶ

ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θሻଶ
ൌ lim

୰→଴

rଷሺcos θ sinଶ θሻ

rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ
cos2 θ൅sin2 θൌ1
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ 

 

ൌ lim
r→0

r cos θ sin2 θ ൌ 0 
 

Se tiene que ∃ el límite de f en el punto ሺ0,0ሻ, es 0 y coincide con el valor de f en ሺ0,0ሻ, por tanto, f es 
continua en ሺ0,0ሻ. 

c) Siguiendo la definición por límites iterados 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,଴ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞
౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

ଵ

୦మ
ൌ ∞ 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞మ

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

ଵ

୦
ൌ ∞ 

∄	las dos derivadas parciales de 1er orden, por tanto, no es derivable 
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6. fሺx, yሻ ൌ ቊ
୶୷

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

a) Límite direccional, f en ሺ0,0ሻ según la recta y ൌ mx 
b) Polares, estudiar la continuidad de f en ሺ0,0ሻ 
c) Límites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto ሺ0,0ሻ 

 
a) Límites direccionales 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xy
xଶ ൅ yଶ

ൌ lim
୶→଴

xሺmxሻ

xଶ ൅ ሺmxሻଶ
ൌ lim

୶→଴

xଶm
xଶሺ1 ൅ mଶሻ

ൌ lim
୶→଴

m
1 ൅mଶ 

No podemos garantizar la ∃ de límite de f en el punto ሺ0,0ሻ. Aunque en el caso de ∃ sería 0 

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xy
x2 ൅ y2

ൌ lim
୰→଴

ሺr cos θሻሺr sin θሻ
ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θሻଶ

ൌ lim
୰→଴

rଶሺcos θ sin θሻ

rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ
cos2 θ൅sin2 θൌ1
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ 

 

ൌ lim
r→0

cos θ sin θ 
 

Se tiene que ∄ el límite de f en el punto ሺ0,0ሻ, por tanto, f no es continua en ሺ0,0ሻ 

c) Siguiendo la definición por límites iterados 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,଴ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞
౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

ଵ

୦మ
ൌ ∞ 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞
౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

ଵ

୦మ
ൌ ∞ 

∄	las dos derivadas parciales de 1er orden, por tanto, no es derivable 

7. fሺx, yሻ ൌ ൝
xy

୶మି୷మ

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

a) Límite direccional, f en ሺ0,0ሻ según la recta y ൌ mx 
b) Polares, estudiar la continuidad de f en ሺ0,0ሻ 
c) Límites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto ሺ0,0ሻ 

 
a) Límites direccionales 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xy
xଶ െ yଶ

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୶→଴
xሺmxሻ

xଶ ൅ ሺmxሻଶ

xଶ ൅ ሺmxሻଶ
ൌ lim

୶→଴
xଶm

xଶሺ1 െmଶሻ

xଶሺ1 ൅ mଶሻ
ൌ lim

୶→଴
xଶm

ሺ1 െmଶሻ
ሺ1 ൅ mଶሻ

ൌ 

ൌ lim
୶→଴

xଶm
ሺxଶm െ xଶmଷሻ
ሺ1 ൅ mଶሻ

ൌ
0

1 ൅mଶ ൌ 0	∀m ∈ Թ 

Garantizamos la ∄ de límite de f en el punto ሺ0,0ሻ 

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xy
xଶ െ yଶ

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୰→଴
ሺr cos θሻሺr sin θሻ

ሺr cos θሻଶ െ ሺr sin θሻଶ

ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θሻଶ
ൌ 

ൌ lim
୰→଴

rଶሺcos θ sin θሻ
rଶሺcosଶ θ െ sinଶ θሻ

rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θሻ
ୡ୭ୱమ ஘ିୱ୧୬మ ஘ୀୡ୭ୱଶ஘
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ lim

୰→଴
rଶሺcos θ sin θሻ cos 2θ ൌ 0 
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Se tiene que ∃ el límite de f en el punto ሺ0,0ሻ, es 0 y coincide con el valor de f en ሺ0,0ሻ, por tanto, f es 
continua en ሺ0,0ሻ. 

c) Siguiendo la definición por límites iterados 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,଴ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

୦
౞మ

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

୦

୦
ൌ 1 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

୦
ష౞మ

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

ି୦

୦
ൌ െ1 

∃	las dos derivadas parciales de 1er orden pero no coinciden, por tanto, no es derivable 

8. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶యି୷య

୶మା୷మ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

a) Límite direccional, f en ሺ0,0ሻ según la recta y ൌ mx 
b) Polares, estudiar la continuidad de f en ሺ0,0ሻ 
c) Límites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto ሺ0,0ሻ 

 
a) Límites direccionales 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xଷ െ yଷ

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୶→଴

xଷ ൅ ሺmxሻଷ

xଶ ൅ ሺmxሻଶ
ൌ lim

୶→଴
xଶm

xଷሺ1 െ mଷሻ

xଶሺ1 ൅ mଶሻ
ൌ lim

୶→଴

xሺ1 െ mଷሻ
ሺ1 ൅mଶሻ

ൌ 

ൌ
0

1 ൅mଶ ൌ 0	∀m ∈ Թ 

Garantizamos la ∄ de límite de f en el punto ሺ0,0ሻ 

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xଷ െ yଷ

xଶ ൅ yଶ
ൌ lim

୰→଴

ሺr cos θሻଷ െ ሺr sin θሻଷ

ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θሻଶ
ൌ 

ൌ lim
୰→଴

rଷሺcosଷ θെ sinଷ θሻ

rଶሺcosଶ θ൅ sinଶ θሻ
ୡ୭ୱమ θାୱ୧୬మ θୀଵ
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ lim

୰→଴
rሺcosଷ θെ sinଷ θሻ ൌ 0 

Se tiene que ∃ el límite de f en el punto ሺ0,0ሻ, es 0 y coincide con el valor de f en ሺ0,0ሻ, por tanto, f es 
continua en ሺ0,0ሻ. 

c) Siguiendo la definición por límites iterados 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,଴ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞య

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

୦

୦
ൌ 1 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

ష౞య

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

ି୦

୦
ൌ െ1 

∃	las dos derivadas parciales de 1er orden pero no coinciden, por tanto, no es derivable 

9. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶ୱ୧୬୷

୷
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

a) Límite direccional, f en ሺ0,0ሻ según la recta y ൌ mx 
b) Polares, estudiar la continuidad de f en ሺ0,0ሻ 
c) Límites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto ሺ0,0ሻ 
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a) Límites direccionales 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

x sin y
y

→ lim
୶→଴

x sinmx
mx

→ lim
୶→଴

sinmx
m

ൌ
0
m
ൌ 0	∀m ∈ Թ 

Garantizamos la ∄ de límite de f en el punto ሺ0,0ሻ 

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

x sin y
y

→ lim
୰→଴

r cos θ ሺsinሺr sin θሻሻ

r sin θ
→ lim

୰→଴
tan θ ሺsinሺr sin θሻሻ ൌ 0 

Se tiene que ∃ el límite de f en el punto ሺ0,0ሻ, es 0 y coincide con el valor de f en ሺ0,0ሻ, por tanto, f es 
continua en ሺ0,0ሻ. 

c) Siguiendo la definición por límites iterados 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,଴ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

୦ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

୦

୦
ൌ 1 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౩౟౤౞
౞

ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

ୱ୧୬୦

୦మ
ൌ ∞ 

∄	las dos derivadas parciales de 1er orden, por tanto, no es derivable 

10. fሺx, yሻ ൌ ቊ
୶୷

୶మାሺ୷ି୶ሻమ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

a) Límite direccional, f en ሺ0,0ሻ según la recta y ൌ mx 
b) Polares, estudiar la continuidad de f en ሺ0,0ሻ 
c) Límites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto ሺ0,0ሻ 

 
a) Límites direccionales 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xy
xଶ ൅ ሺy െ xሻଶ

→ lim
୶→଴

xሺmxሻ

xଶ ൅ ሺmx െ xሻଶ
→ lim

୶→଴

xଶm
xଶ ൅ ሺxଶmଶ െ 2xଶm ൅ xଶሻ

 

→ lim
୶→଴

xଶሺmሻ

xଶሺ1 ൅ mଶ െ 2m ൅ 1ሻ
→ lim

୶→଴

m
mଶ െ 2m൅ 2

 

 

No podemos garantizar la ∃ de límite de f en el punto ሺ0,0ሻ. Aunque en el caso de ∃ sería 0. 

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

xy
xଶ ൅ ሺy െ xሻଶ

→ lim
୰→଴

ሺr cos θሻሺr sin θሻ
ሺr cos θሻଶ ൅ ሺr sin θെ r cos θሻଶ

→ lim
୰→଴

rଶ cos θ sin θ
rଶሺcosଶ θ ൅ sinଶ θ൅ cosଶ θ െ 2 cos θ sin θሻ

→ 

→ lim
୰→଴

cos θ sin θ
cosଶ θ ൅ 1 െ 2 cos θ sin θ

→ 

Se tiene que ∄ el límite de f en el punto ሺ0,0ሻ, por tanto, f no es continua en ሺ0,0ሻ 

c) Siguiendo la definición por límites iterados 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,଴ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
→ lim୦→଴

౞
౞మశ౞మ

ି଴

୦
→ lim

୦→଴

భ
మ౞

୦
→ lim

୦→଴

ଵ

ଶ୦మ
ൌ ∞ 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
→ lim୦→଴

౞
౞మశ౞మ

ି଴

୦
→ lim

୦→଴

భ
మ౞

୦
→ lim

୦→଴

ଵ

ଶ୦మ
ൌ ∞ 

∄	las dos derivadas parciales de 1er orden, por tanto, no es derivable 
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11. fሺx, yሻ ൌ ൝
୶ల

୶లାሺ୶మି୷ሻమ
	ሺx, yሻ ് ሺ0,0ሻ

					0				ሺx, yሻ ൌ ሺ0,0ሻ
 

a) Límite direccional, f en ሺ0,0ሻ según la recta y ൌ mx 
b) Polares, estudiar la continuidad de f en ሺ0,0ሻ 
c) Límites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto ሺ0,0ሻ 

 
a) Límites direccionales 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

x଺

x଺ ൅ ሺxଶ െ yሻଶ
→ lim

୶→଴

x଺

x଺ ൅ ሺxଶ െ mxሻଶ
→ lim

୶→଴

x଺

x଺ ൅ ሺxଶ െ mxሻଶ
→ lim

୶→଴

x଺

x଺ ൅ xଶሺxଶ െ 2xm ൅mଶሻ
→ 

→ lim
୶→଴

xସ

xସ ൅ ሺxଶ െ 2xm ൅mଶሻ
ൌ

0
mଶ ൌ 0 

Garantizamos la ∄ de límite de f en el punto ሺ0,0ሻ 

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares 

lim
ሺ୶,୷ሻ→ሺ଴,଴ሻ

x଺

x଺ ൅ ሺxଶ െ yሻଶ
→ lim

୰→଴

ሺr cos θሻ଺

ሺr cos θሻ଺ ൅ ሺrଶ cosଶ θ െ r sin θሻଶ
→ lim

୰→଴

r଺ሺcos଺ θሻ

r଺ሺcos଺ θሻ ൅ rଶሺrଶcosସ θ െ 2r cosଶ θ sin θ൅ sinଶ θሻ
→ 

→ lim
୰→଴

rସሺcos଺ θሻ

rସሺcos଺ θሻ ൅ ሺrଶcosସ θ െ 2r cosଶ θ sin θ൅ sinଶ θሻ
ൌ

0
sinଶ θ

ൌ 0 

Se tiene que ∃ el límite de f en el punto ሺ0,0ሻ, es 0 y coincide con el valor de f en ሺ0,0ሻ, por tanto, f es 
continua en ሺ0,0ሻ. 

c) Siguiendo la definición por límites iterados 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,଴ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
→ lim୦→଴

౞ల

౞రశ౞ల
ି଴

୦
→ lim

୦→଴

୦

ଵା୦మ
ൌ 0 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
→ lim୦→଴

బ
ష౞మ

ି଴

୦
→ lim

୦→଴

଴ି଴

୦
ൌ 0 

∃	las dos derivadas parciales de 1er orden y coinciden, por tanto es derivable 

4.6.  Ejemplos de límites en distintos puntos al (0,0) 
 

1- 
୶య

୶మା୷మ
 en los puntos ሺ0,0ሻሺ1,0ሻሺ0,1ሻ 

 

 ሺ0,0ሻ 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,଴ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞య

౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

୦

୦
ൌ 1 

 ப୤

ப୷
ሺ0,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

బ
౞మ
ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

଴

୦య
ൌ 0 

∃	las dos derivadas parciales de 1er orden pero no coinciden, por tanto, no es derivable 

 ሺ1,0ሻ 
 

 ப୤

ப୶
ሺ1,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺଵା୦,଴ሻି୤ሺଵ,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

ሺభశ౞ሻయ

ሺభశ౞ሻమ
ି
భయ

భమ

୦
ൌ lim

୦→଴

ሺଵା୦ሻିଵ

୦
ൌ lim

୦→଴

୦

୦
ൌ 1 

 ப୤

ப୷
ሺ1,0ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺଵ,଴ା୦ሻି୤ሺ଴,଴ሻ

୦
ൌ lim୦→଴

భ
భశ౞మ

ିଵ

୦
ൌ lim

୦→଴

ଵି୦

୦ା୦య
ൌ ∞ 

∄	las dos derivadas parciales de 1er orden, por tanto, no es derivable 
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 ሺ0,1ሻ 
 

 ப୤

ப୶
ሺ0,1ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴ା୦,ଵሻି୤ሺ଴,ଵሻ

୦
ൌ lim୦→଴

౞య

౞మశభమ
ି
బ
భమ

୦
ൌ lim

୦→଴

୦మ

୦మାଵ
ൌ

଴

ଵ
ൌ 0 

 ப୤

ப୷
ሺ0,1ሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ଴,ଵା୦ሻି୤ሺ଴,ଵሻ

୦
ൌ lim୦→଴

బ
భశ౞మ

ି଴

୦
ൌ lim

୦→଴

଴

୦ሺଵା୦మሻ
ൌ 0 

∃	las dos derivadas parciales de 1er orden y coinciden, por tanto es derivable 

4.7. Tipos de discontinuidad 

Si una f nos es continua en un punto se dice que presenta una discontinuidad que puede ser: 

 Evitable: Si ∃ y es finito el límite de la f en un punto. 

 Esencial: Si ∄ o es infinito el límite de la f en el punto. 
 

5. Diferenciación de funciones reales de varias variables 

Derivadas parciales de una función de dos variables. Dada la función ݂: ܦ ⊆ Թଶ → Թ, y un punto 
,ݔሺܣ ሻݕ ∈ ,ݔllamaremos derivada parcial primera de f en el punto ሺ ,ܦ  ሻ respecto a la variable x e y a lasݕ
funciones: 

 f୶′ ሺx, yሻ ൌ
ப୤

ப୶
ሺx, yሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ୶ା୦,୷ሻି୤ሺ୶,୷ሻ

୦
 

 f୷′ ሺx, yሻ ൌ
ப୤

ப୶
ሺx, yሻ ൌ lim୦→଴

୤ሺ୶,୷ା୦ሻି୤ሺ୶,୷ሻ

୦
 

También puede venir definido de la siguiente manera: 

 f୶′ ሺx, yሻ ൌ
ப୤

ப୶
ሺx, yሻ ൌ lim∆୶→଴

୤ሺ୶ା∆୶,୷ሻି୤ሺ୶,୷ሻ

∆୶
 

 f୷′ ሺx, yሻ ൌ
ப୤

ப୶
ሺx, yሻ ൌ lim∆୷→଴

୤ሺ୶,୷ା∆୷ሻି୤ሺ୶,୷ሻ

∆୷
 

Derivadas parciales y continuidad 
La continuidad y la ∃ de las derivadas parciales no están solucionadas. Una f continua puede no tener 
derivadas parciales y viceversa. 
 

Derivadas parciales de dos o más variables 
Las derivadas parciales de funciones de más de dos variables se definen de forma análoga: 
Se deriva respecto de cada variable considerando las otras variables. 

5.1.  Ejemplo 

Dada fሺx, yሻ ൌ xଶy ൅ yଶ ൅ xଶ ൅ 5 

 
ப୤

ப୶
ሺx, yሻ ൌ 2xy ൅ 2x 

 
ப୤

ப୶
ሺx, yሻ ൌ xଶ ൅ 2y 

Derivadas parciales de orden superior 

Sea z ൌ fሺx, yሻ, puesto que las derivadas parciales de 1er orden 
ப୸

ப୶
	y	

ப୸

ப୷
. Seguirán siendo funciones de x e 

y, y se pueden volver a derivar parcialmente para obtener las derivadas parciales de 2º orden y así 

sucesivamente, eso quiere decir ቀ
பమ୸

ப୶మ
,
பమ୸

ப୷మ
ቁ. 
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  Con respecto a x f୶୶ ൌ
பమ୤

ப୶మ
ൌ

ப

ப୶
ቀ
ப୤

ப୶
ቁ 

 Con respecto a y f୷୷ ൌ
பమ୤

ப୷మ
ൌ

ப

ப୷
ቀ
ப୤

ப୷
ቁ 

 

5.2.  Ejemplo 

 Dada fሺx, yሻ ൌ xଶ ൅ 2xy ൅ 3yଷ െ 1 
∂f
∂x

ൌ 2x ൅ 2y
ଶº
→
∂ଶf
∂xଶ

ൌ 2 

Derivadas cruzadas 
Las derivadas de f୶୷ y f୷୶ se llaman derivadas parciales cruzadas y no son siempre iguales, análogamente 

se podrán definir las derivadas de orden n. Se definen por la siguiente expresión: 

 f୶୷ ൌ
பమ୤

ப୶ப୷
ൌ

ப

ப୶
ቀ
ப୤

ப୷
ቁ 

 f୷୶ ൌ
பమ୤

ப୷ப୶
ൌ

ப

ப୷
ቀ
ப୤

ப୶
ቁ 

Teorema de Schwartz 

Si ݂ሺݔ, ሻ, f୶୷ݕ ൌ
பమ୤

ப୶ப୷
ൌ

ப

ப୶
ቀ
ப୤

ப୷
ቁ y		f୷୶ ൌ

பమ୤

ப୷ப୶
ൌ

ப

ப୷
ቀ
ப୤

ப୶
ቁ son continuas en un conjunto abierto D ⇒ se 

cumple		
பమ୤

ப୶ப୷
ൌ

பమ୤

ப୷ப୶
. 

5.3. Ejemplos completos 

1. Calcula las derivadas parciales segundas de fሺx, yሻ ൌ sinሺxଶyሻ y sus cruzadas 
Parciales segundas 

 
ப୤

ப୶
ൌ 2xy cosሺxଶyሻ

ଶº
→

பమ୤

ப୶మ
ൌ െ4x sinሺxଶyሻ 

 
ப୤

ப୷
ൌ xଶ cosሺxଶyሻ

ଶº
→

பమ୤

ப୶మ
ൌ െxସ sinሺxଶyሻ 

Derivadas cruzadas 

 f୶୷ ൌ
பమ୤

ப୶ப୷
ൌ

ப

ப୶
ቀ
ப୤

ப୷
ቁ ൌ െ4xଶ sinሺxଶyሻ 

 f୷୶ ൌ
பమ୤

ப୷ப୶
ൌ

ப

ப୷
ቀ
ப୤

ப୶
ቁ ൌ െ2xଷ sinሺxଶyሻ 

2.  Calcula las derivadas parciales segundas de fሺx, yሻ ൌ xଷ െ yଷ ൅ 6xy y sus cruzadas 
Parciales segundas 

 
ப୤

ப୶
ൌ 3xଶ ൅ 6y

ଶº
→

பమ୤

ப୶మ
ൌ 6x 

 
ப୤

ப୷
ൌ െ3yଶ ൅ 6x

ଶº
→

பమ୤

ப୶మ
ൌ െ6y 

Derivadas cruzadas 

 f୶୷ ൌ
பమ୤

ப୶ப୷
ൌ

ப

ப୶
ቀ
ப୤

ப୷
ቁ ൌ 6 

 f୷୶ ൌ
பమ୤

ப୷ப୶
ൌ

ப

ப୷
ቀ
ப୤

ப୶
ቁ ൌ 6 

Criterio de las segundas derivadas parciales para la determinación de extremos relativos 
Sea fሺx, yሻ una f de 2 variables con derivadas parciales de 2º orden continuas en una bola abierta 

B൫ሺx଴, y଴ሻr൯ siendo ሺx଴, y଴ሻ un punto crítico de f y consideradas el determinante. 
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H୤ሺx଴, y଴ሻᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ୌୣୱୱ୧ୟ୬୭	ୢୣ	୤
ୣ୬	ୣ୪	୮୳୬୲୭
ሺ୶బ,୷బሻ

ൌ ተተ

∂ଶf
∂xଶ

ሺx଴, y଴ሻ
∂ଶf
∂x ∂y

ሺx଴, y଴ሻ

∂ଶf
∂y ∂x

ሺx଴, y଴ሻ
∂ଶf
∂yଶ

ሺx଴, y଴ሻ
ተተ 

 

 Si H୤ሺx଴, y଴ሻ ൐ 	ݕ	0
பమ୤

ப୶మ
ሺx଴, y଴ሻ ൐ 0, f tiene un mínimo relativo en ሺx଴, y଴ሻ 

 Si H୤ሺx଴, y଴ሻ ൐ 0	
பమ୤

ப୶మ
ሺx଴, y଴ሻ ൏ 0 f tiene un máximo relativo en ሺx଴, y଴ሻ. 

 Si H୤ሺx଴, y଴ሻ ൏ 0,	f tiene un punto de silla en ሺx଴, y଴ሻ 
 Si H୤ሺx଴, y଴ሻ ൌ 0 este criterio no tiene conclusión 

 El determinante H୤ሺx଴, y଴ሻ se denomina Hessiano de la función f en el punto ሺx଴, y଴ሻ. 
 En el caso en que no se pueda afirmar con certeza qué tipo de punto crítico es, existen problemas 

prácticos que se pueden solucionar atendiendo a ciertos geométricos o a las características propias del 
problema 

Extremos absolutos 
Sea z ൌ fሺx, yሻ una f definida en un subconjunto A ⊆ Rଶ. Se dice que: 

 f alcanza un máximo absoluto en el punto ሺx଴, y଴ሻ si fሺx, yሻ ൑ fሺx଴, y଴ሻ	∀ punto	ሺx, yሻ ∈ A. 
 La f alcanza un mínimo absoluto en el punto ሺx଴, y଴ሻ si fሺx, yሻ ൒ fሺx଴, y଴ሻ	∀ punto	ሺx, yሻ ∈ A. 

Para la ∃ de extremos absolutos se considera el teorema de Weierstrass, toda función continua definida 
sobre un conjunto cerrado y acotado alcanza su máximo y su mínimo absoluto. 
Para determinar los extremos absolutos hay que tener en cuenta que se pueden alcanzar tanto en los 
extremos relativos como en la frontera del dominio de definición. 
 

Aplicaciones 
Como en el caso de las funciones de variable, una aplicación muy importante del cálculo de derivadas de 
funciones de varias variables es la resolución de problemas de optimización, es decir, problemas relativos 
a hallar un extremo absoluto (máximo o mínimo) de una función en un cierto dominio. 
 

5.4. Ejemplos 

1. Hallarlos extremos relativos y puntos de silla para  fሺx, yሻ ൌ xଶ ൅ yଶ 

Se buscan los puntos críticos candidatos a ser extremos; las derivadas parciales son: 
 

∂f
∂x

ൌ 2x;	
∂f
∂y

ൌ 2y 

Igualamos a 0 el sistema 

൜
2x ൌ 0
2y ൌ 0 

 

Que da como resultado x଴ ൌ 0	e	y଴ ൌ 0. Por tanto, tenemos un solo punto crítico ሺx଴, y଴ሻ ൌ ሺ0,0ሻ. 
Clasificamos dicho punto. Las segundas derivadas y cruzadas son: 
 

∂ଶf
∂xଶ

ൌ 2,
∂ଶf
∂yଶ

ൌ 2;	
∂f

∂x ∂y
ൌ 0,

∂f
∂y ∂x

ൌ 0 

 
 



	
 

	 Página	20 

Por tanto, en este caso la matriz Hessiana resulta: 
 

H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ H ൌ ቂ2 0
0 2

ቃ ൌ 4 

 

Puesto que 4 ൌ |H| ൐ 0	y	f୶୶ ൌ 2 ൐ 0 , concluimos que en ሺ0,0ሻ hay un valor mínimo para la función 
que sería: f୑í୬ሺ0,0ሻ ൌ 0ଶ ൅ 0ଶ ൌ 0 

2. Hallarlos extremos relativos y puntos de silla para  fሺx, yሻ ൌ xଷ െ yଷ ൅ 6xy 

Se buscan los puntos críticos candidatos a ser extremos; las derivadas parciales son: 
 

∂f
∂x

ൌ 3xଶ ൅ 6y;	
∂f
∂y

ൌ െ3yଶ ൅ 6x 

Igualamos a 0 el sistema 

൜
3xଶ ൅ 6y ൌ 0
െ3yଶ ൅ 6x ൌ 0

 

Resolviendo el sistema tenemos, en la segunda ecuación que x ൌ
୷మ

ଶ
 y al reemplazarlo en la primera 

ecuación se tiene que: 
 

3ቆ
yଶ

2
ቇ ൅ 6y ൌ 0 →

3yସ

4
൅ 6y ൌ 0 → 3yቆ

yଷ

4
൅ 2ቇ ൌ 0 →

y଴ ൌ 0
y଴ ൌ െ2ฬ

x଴ ൌ 0
x଴ ൌ 2 

 

Por tanto, tenemos dos puntos críticos ሺx଴, y଴ሻ ൌ ሺ0,0ሻ	y	ሺx଴, y଴ሻ ൌ ሺ2,െ2ሻ 
Clasificamos dichos puntos críticos. Las segundas derivadas parciales son: 
 

∂ଶf
∂xଶ

ൌ 6x,
∂ଶf
∂yଶ

ൌ െ6y;	
∂f

∂x ∂y
ൌ 6,

∂f
∂y ∂x

ൌ 6 

 

Por tanto, en este caso la matriz Hessiana resulta: 
 

H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ H ൌ ൤
6x 6
6 െ6y൨ 

Entonces 

 Primera matriz (Se sustituyen los valores) 

				H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ |H| ൌ 	 ൤
6x 6
6 െ6y൨ |H| ൌ ቚ0 6

6 0
ቚ ൌ െ36 ൏   	hay	ሺ0,0ሻ	݊݁	݁ݑݍ	ݏ݋݉݅ݑ݈ܿ݊݋ܿ	0

un punto de silla 
 

 Segunda matriz (Se sustituyen los valores) 

	H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ |H| ൌ ቂ12 6
6 12

ቃ 	→ 	 |H| ൌ 108 ൐ 0	y	f୶୶ ൌ 12 ൐ 0, entonces	concluimos	que	 

ሺ2, െ2ሻ	hay	un	valor	mínimo	para	la	función, y	es	f୑í୬ሺ2,െ2ሻ ൌ 2ଷ െ 2ଷ ൅ 6 ൉ 2ሺെ2ሻ ൌ െ8 

3. Hallarlos extremos relativos y puntos de silla para  fሺx, yሻ ൌ xଷ െ 3xଶy ൅ 5yଷ െ 15y 

Se buscan los puntos críticos candidatos a ser extremos; las derivadas parciales son: 
 
 

∂f
∂x

ൌ 3xଶ െ 6xy ൌ 3xሺx െ 2yሻ;	
∂f
∂y

ൌ െ3xଶ ൅ 15yଶ െ 15 ൌ െ3ሺxଶ െ 5yଶ ൅ 5ሻ 
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Igualamos a 0 el sistema 

൜
3xሺx െ 2yሻ ൌ 0

െ3ሺxଶ െ 5yଶ ൅ 5ሻ ൌ 0
 

 
 

Resolviendo el sistema tenemos, en la primera ecuación que ݔ ൌ x	ݕ	0 ൌ 2y y al reemplazarlo en la 
segunda ecuación se tiene que: 

ቊ
ݔ ൌ 0 → െ5yଶ ൅ 5 → yଶ ൌ 1 → y ൌ േ1

x ൌ 2y → 4yଶ െ 5yଶ ൅ 5 ൌ 0 → yଶ ൌ 5 → y ൌ േ√5
→ ቊ

ሺ0,1ሻ, ሺ0,െ1ሻ

൫2√5, √5൯൫െ2√5,െ√5൯
 

 

Clasificamos dichos puntos críticos. Las segundas derivadas parciales son: 
 

∂ଶf
∂xଶ

ൌ 6x െ 6y,
∂ଶf
∂yଶ

ൌ 30y;	
∂f

∂x ∂y
ൌ െ6x,

∂f
∂y ∂x

ൌ െ6x 

Por tanto, en este caso la matriz Hessiana resulta: 
 

H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ H ൌ ൤
6ሺx െ yሻ െ6x
െ6x 30y

൨ 

Entonces 

 Primera matriz (Se sustituyen los valores) 

				H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ |H| ൌ 	 ൤
6ሺx െ yሻ െ6x
െ6x 30y

൨ |H| ൌ ቚെ6 0
0 30

ቚ ൌ െ180 ൏   		݊݁	݁ݑݍ	ݏ݋݉݅ݑ݈ܿ݊݋ܿ	0

ሺ0,1ሻ	hay	un punto de silla 
 

 Segunda matriz (Se sustituyen los valores) 

				H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ |H| ൌ 	 ൤
6ሺx െ yሻ െ6x
െ6x 30y

൨ |H| ൌ ቚ6 0
0 െ30

ቚ ൌ െ180 ൏   		݊݁	݁ݑݍ	ݏ݋݉݅ݑ݈ܿ݊݋ܿ	0

ሺ0, െ1ሻ	hay	un punto de silla 
 

 Tercera matriz (Se sustituyen los valores) 

				H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ |H| ൌ 	 ൤
6ሺx െ yሻ െ6x
െ6x 30y

൨ |H| ൌ ฬ 6√5 െ12√5
െ12√5 30√5

ฬ ൌ 180 ൏ f୶୶	ݕ	0 ൌ 6√5 ൐ 0	 

entonces	concluimos	que	൫2√5, √5൯	hay	un	valor	mínimo	para	la	función, y	es	f୑í୬൫2√5, √5൯ ൌ

൫2√5൯
ଷ
െ 3൫2√5൯

ଶ
√5 ൅ 5൫√5൯

ଷ
െ 15√5 ൌ 5√5 

 

 Cuarta matriz (Se sustituyen los valores) 

H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ |H| ൌ 	 ൤
6ሺx െ yሻ െ6x
െ6x 30y

൨ |H| ൌ ฬെ18√5 12√5
12√5 െ60√5

ฬ ൌ 4680 ൏ f୶୶	ݕ	0 ൌ െ18√5 ൏ 0	 

entonces	concluimos	que	൫2√5, √5൯	hay	un	valor	máximo	para	la	función, y	es	f୑á୶൫െ2√5,െ√5൯ ൌ

൫െ2√5൯
ଷ
െ 3൫െ2√5൯

ଶ
൫െ√5൯ ൅ 5൫െ√5൯

ଷ
൅ 15√5 ൌ െ35√5 
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4. Hallarlos extremos relativos y puntos de silla para  fሺx, yሻ ൌ xସ ൅ yସ െ 2ሺx െ yଶሻଶ 

Se buscan los puntos críticos candidatos a ser extremos; las derivadas parciales son: 
 

∂f
∂x

ൌ 4xଷ െ 4ሺx െ yଶሻ ൌ 4ሺxଷ െ x ൅ yଶሻ;
∂f
∂y

ൌ 4yଶ െ 4ሺx െ yଶሻ ൉ ሺെ2yሻ ൌ 4yሺ2x െ yଶሻ 

Igualamos a 0 el sistema 

൜
4ሺxଷ െ x ൅ yଶሻ ൌ 0
4yሺ2x െ yଶሻ ൌ 0

 

 

Resolviendo el sistema tenemos, en la primera y segunda ecuación que y ൌ 0	y	yଶ ൌ 2x y al reemplazarlo 
se tiene que: 

y଴ ൌ 0
y଴ ൌ 0
y଴ ൌ 0

อ
x଴ ൌ 0
x଴ ൌ െ1
x଴ ൌ 1

 

 
Por tanto, tenemos tres puntos críticos ሺx଴, y଴ሻ ൌ ሺ0,0ሻ	, ሺx଴, y଴ሻ ൌ ሺ1,0ሻ	y	ሺx଴, y଴ሻ ൌ ሺെ1,0ሻ 
Clasificamos dichos puntos críticos. Las segundas derivadas parciales son: 
 
 

∂ଶf
∂xଶ

ൌ 4ሺ3xଶ െ 1ሻ,
∂ଶf
∂yଶ

ൌ 8x െ 12yଶ;	
∂f

∂x ∂y
ൌ 8y,

∂f
∂y ∂x

ൌ 8y 

 

Por tanto, en este caso la matriz Hessiana resulta: 
 

H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ H ൌ ൤
4ሺ3xଶ െ 1ሻ 8y

8y 8x െ 12yଶ
൨ 

Entonces 
Primera matriz (Se sustituyen los valores) 
 

				H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ |H| ൌ 	 ൤
4ሺ3xଶ െ 1ሻ 8y

8y 8x െ 12yଶ
൨ |H| ൌ ቚ4 0

0 0
ቚ ൌ 0	  

 

Para decidir si en este punto la función alcanza un extremo relativo es necesario estudiar el 
comportamiento de la función alrededor del punto: 
 

fሺx, yሻ െ fሺ0,0ሻ ൌ fሺx, yሻ െ 0 ൌ xସ ൅ yସ െ 2ሺx െ yଶሻଶ ൌ ൜
െyସ ൏ 0, ݔ	݅ݏ ൌ ݕ	݁	0 ് 0

y଼ ൅ yସ ൐ 0, ݔ	݅ݏ ൌ yଶ	e	y ് 0	
 

 

De donde se deduce que en ሺ0,0ሻ no alcanza un extremo relativo ሺes	un	punto	de	sillaሻ. 
 
Segunda matriz (Se sustituyen los valores) 
 

				H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ |H| ൌ 	 ൤
4ሺ3xଶ െ 1ሻ 8y

8y 8x െ 12yଶ
൨ |H| ൌ ቚ8 0

0 8
ቚ ൌ 64	 ൏ 0	y	f୶୶ ൌ 8 ൐ 0	   

 

entonces	concluimos	que	ሺ1,0ሻ	hay	un	valor	mínimo	para	la	función, y	es	f୑í୬ሺ1,0ሻ
ൌ ሺ1ሻସ ൅ ሺ0ሻସ െ 2ሺ1 െ 0ଶሻଶ ൌ െ1 

 

Segunda matriz (Se sustituyen los valores) 
 

				H ൌ ቈ
f୶୶ f୶୷
f୷୶ f୷୷

቉
ሺ଴,଴ሻ

→ |H| ൌ 	 ൤
4ሺ3xଶ െ 1ሻ 8y

8y 8x െ 12yଶ
൨ |H| ൌ ቚ8 0

0 െ8
ቚ ൌ െ64	 ൏

0	concluimos	que	en	ሺെ1,0ሻ	hay	un punto de silla 
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5.5. Casos de optimización 
 

1. Un fabricante de artículos electrónicos determina que los beneficios obtenidos con la fabricación de x 
unidades de un reproductor DVD e y unidades de un grabador de DVD vienen dados por la función. 

ܲሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ8 ൅ ݕ10 െ 0,001ሺݔଶ ൅ ݕݔ ൅ ଶሻݕ െ 10000	€ 
 

¿Cuántas unidades debe fabricar de cada producto para obtener el máximo beneficio? ¿Cuál es? 
 
Se buscan los puntos críticos candidatos a ser extremos; las derivadas parciales son: 

 

∂P
∂x

ൌ 8 െ 0,001ሺ2x ൅ yሻ;
∂P
∂y

ൌ 10 െ 0,001ሺx ൅ 2yሻ 

Igualamos a 0 el sistema 

൜
8 െ 0,001ሺ2x ൅ yሻ ൌ 0 → 2x ൅ y ൌ 8000
10 െ 0,001ሺx ൅ 2yሻ ൌ 0 → x ൅ 2y ൌ 10000

→ ൜
x ൌ 2000
y ൌ 4000 

 
Clasificamos dichos puntos críticos. Las segundas derivadas parciales son: 
 
 

∂ଶP
∂xଶ

ൌ െ0,002,
∂ଶP
∂yଶ

ൌ െ0,002;	
∂P
∂x ∂y

ൌ െ0,001,
∂P
∂y ∂x

ൌ െ0,001 

 

Por tanto, en este caso la matriz Hessiana resulta: 
 

H ൌ ൤
P୶୶ P୶୷
P୷୶ P୷୷

൨
ሺ଴,଴ሻ

→ H ൌ ቂ
െ0,002 െ0,001
െ0,001 െ0,002ቃ 

 

Puesto que 3 ൉ 10ି଺ ൌ |H| ൐ P୶୶	ݕ	0 ൌ െ0,002 ൏ 0 , concluimos que en ܲሺ2000,4000ሻ hay un valor 
máximo para la función que sería:  
 

P୑á୶ሺ2000,4000ሻ ൌ 8ሺ2000ሻ ൅ 10ሺ4000ሻ െ 0,001ሺሺ2000ሻଶ ൅ 2000 ൉ 4000 ൅ ሺ4000ሻଶሻ െ 10000 ൌ 18000 
 

Por tanto, el máximo de la función se alcanza en el punto ሺ2000,4000ሻ y su valor es 18000. Traducido al 
contexto del problema, el máximo beneficio es de 18000 € y se alcanza cuando se fabrican 2000 
reproductores y 4000 grabadoras. 

6. Extremos condicionados o ligados 

Extremos condicionados 
Muchos problemas de optimización requieren la obtención de algún extremo ሺܯáݔ	݋	ܯí݊ሻ absoluto de 
cierta función f, llamada función objetivo, que está definida sobre variables que deben verificar ciertas 
condiciones, dadas por medio de ecuaciones, llamadas restricciones o ligaduras. 
Estos extremos se llaman extremos condicionados y se resuelven por el método relativo de Lagrange. 
 

Extremos condicionados: Función de dos variables y una ligadura 
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La figura nos muestra una interpretación geométrica de cómo el problema de obtener los extremos 
relativos de la función de dos variables de ݂ሺݖ, ,ݔሺ݂	ݕ	ሻݕ  ሻ, cuyas variables están ligadas por unaݕ
ligadura ܩሺݔ, ሻݕ ൌ 0 se reduce a hallar los extremos relativos de la curva C, intersección de la superficie 
ݖ ൌ ݂ሺݔ, ,ݔሻ con la superficie cilindro de ݃ሺݕ ሻݕ ൌ 0 de los extremos relativos de C van a ser: 
 

ܥ ൌ ൜
ݖ ൌ ݂ሺݔ, ሻݕ
,ݔሺܩ ሻݕ ൌ 0

 

Este problema se puede resolver de dos formas: 
 

1ª Forma: Se resuelve la ecuación de ܩሺݔ, ሻݕ ൌ 0 para una de las variables, por ejemplo, se despeja 
ݕ ൌ ݄ሺݔሻ y se sustituye en el resultado de f, obteniéndose una función de una sola variable ݂ → ݖ ൌ
݂൫ݔ, ݄ሺݔሻ൯. La función obtenida se maximiza o minimiza por el método que conocemos de una variable. 

2ª Forma: Métodos multiplicadores de Lagrange 
 

1er Paso: Se introduce una variable auxiliar “λ” (lagrangiana) y se considera la denominada función de 
Lagrange. 

Lሺx, y, λሻ ൌ fሺx, yሻ ൅ λGሺx, yሻ 
 

2º Paso: Se calcula los puntos críticos de Lሺx, y, λሻ resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones. 
 

Lሺx, y, λሻ

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ
∂L
∂x

ൌ
∂f
∂x
ሺx, yሻ ൅ λ

∂G
∂x

ሺx, yሻ ൌ 0

∂L
∂y

ൌ
∂f
∂y
ሺx, yሻ ൅ λ

∂G
∂y

ሺx, yሻ ൌ 0

∂L
∂y

ൌ Gሺx, yሻ ൌ 0

 

Conclusión: 
Los máximos y mínimos solución del problema pertenecen al conjunto de puntos ሺx, yሻ solución del 
sistema del paso anterior. 
 
3er Paso: Conocidas las soluciones del sistema del paso 2, se determinará si son máximos o mínimos de 
dos formas distintas (según la naturaleza del sistema). 
 

1ª Forma: Calculamos el Hessiano de la ecuación de Lagrange 
 

Lሺx, y, λሻ ൌ fሺx, yሻ ൅ λGሺx, yሻ 
 

En los puntos críticos ሺݔ଴,  .଴ሻ calculados en el paso 2. De manera que queda una matriz de esta formaݕ

,଴ݔ௅ሺܪ ଴ሻݕ ൌ ተተ

∂ଶL
∂xଶ

ሺݔ଴, ଴ሻݕ
∂ଶL
∂x ∂y

ሺݔ଴, ଴ሻݕ

∂ଶL
∂y ∂x

ሺݔ଴, ଴ሻݕ
∂ଶL
∂yଶ

ሺݔ଴, ଴ሻݕ
ተተ ൐ 0 

 
பమ୐

ப୶బ
ሺx଴, y଴ሻ ൐ 0 en ሺݔ଴,  ଴ሻ hay mínimos condicionadosݕ

பమ୐

ப୶మ
ሺx଴, y଴ሻ ൏ 0 en ሺݔ଴,  ଴ሻ hay máximos condicionadosݕ

Solo estos dos casos, si no se pudiera por esto se aplicaría otro método 
2ª Forma: Valorando la función en los puntos críticos ሺݔ଴,  ଴ሻ obtenidos en el Paso 2. El valor mayor y elݕ
menor valor obtenidos dan el máximo y el mínimo de f, respectivamente, condicionando a la ligadura. 

 

Extremos condicionados: Función de 3 variables y 1 ó 2 ligaduras 
Para hallar el extremo absoluto de una función de ݂ሺݔ, ,ݕ ,ݔଵሺܩ ሻ sometida a las restriccionesݖ ,ݕ ሻݖ ൌ 0 y 
,ݔଶሺܩ ,ݕ ሻݖ ൌ 0 utilizaremos el método de la matriz de Lagrange. 
 
1er Paso: Se considera la denominada ecuación de Lagrange 
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,ݔሺܮ ,ݕ ,ݖ ሻߣ െ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൅ ,ݔଵሺܩߣ ,ݕ ሻݖ ൅ ,ݔଶሺܩߣ ,ݕ  ሻݖ
 

2º Paso: Se calculan los puntos críticos resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones ܮሺݔ, ,ݕ  ሻݖ
 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ
ܮ߲
ݔ߲

ൌ
߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൅ ଵߣ
ଵܩ߲
ݔ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൅ ଶߣ
ଶܩ߲
ݔ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 0

ܮ߲
ݕ߲

ൌ
߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൅ ଵߣ
ଵܩ߲
ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൅ ଶߣ
ଶܩ߲
ݕ߲

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 0

ܮ߲
ଵߣ߲

ൌ ,ݔଵሺܩ ,ݕ ሻݖ ൌ 0

ܮ߲
ଶߣ߲

ൌ ,ݔଶሺܩ ,ݕ ሻݖ ൌ 0

 

 
3er Paso: Para no complicar el problema, en este caso, conocidas  las soluciones del sistema (Paso 2), se 
determinará si son máximos o mínimos evaluándolas en la función ݂ሺݔ, ,ݕ  ሻ. El valor mayor y el menorݖ
valor obtenido serán el máximo y el mínimo de f, respetivamente, condicionados a las ligaduras. 
Determina los valores máximos y mínimos absolutos de la función 
 

,ݔሺܨ ,ݕ ,ݖ ሻߣ ൌ ሺݔ െ ݕ2 ൅ ሻݖ5 ൅ ଶݔሺߣ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ െ 30ሻ 
ܮ߲
ݔ߲
ܮ߲
ݕ߲
ܮ߲
ݖ߲

,ݔሺܩ ,ݕ ,ݖ ሻߣ

൞

										1 ൅ ݔߣ2 ൌ 0
						െ2 ൅ ݕߣ2 ൌ 0
										5 ൅ ݖߣ2 ൌ 0
ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൌ 0

〉

ݔ ൌ
െ1
ߣ2

ݕ ൌ
1
ߣ

ݖ ൌ
െ5
ߣ2

ߣ ൌ
1
2

ߣ ൌ
െ1
2

				
ݔ ൌ െ1 ݕ ൌ 2 ݖ ൌ 5
ݔ ൌ 1 ݕ ൌ െ2 ݖ ൌ 5 

fሺെ1,2, െ5ሻ ൌ െ30	mín 
fሺ1, െ2,5ሻ ൌ 30	máx 

  
 


