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1. Nociones de topologia matematica en R"

Definicién

Sea x = (Xq,X3, ..., Xp) € R™ Llamaremos norma euclidea o norma de x a :

Proposicion

Se verifica las siguientes propiedades:

1. |x|>0VxeR

2. |x[[z0ylx[[=0ex=0

3.0 x|l = 1Al - 1] v R, x € R™

4. |lx+yll < lxll +lyll vxy € R"

Definicién
Sea x,y € R". Llamaremos distancia x a y al nimero real d(x,y) = ||x - y||

Definiciéon
Seax € R"yr € Rcon >:

1. Llamaremos bola abierta de centro (o centrada) en "x" y radio "r" a:

B(x,r) =y eR/[ly—All <r

2. Llamaremos bola cerrada de centro en "x" y radio "r" a:

Bx,r) =y € R"/|ly—x| <r
Definicion
Llamaremos entorno a cualquier bola abierta centrada en ese punto.

Definiciéon
Un conjunto no vacio A € R" es abierto VE AJunr > 0 /: B(a,r) € A. Un conjunto ¢ € R" es cerrado
si R~c es abierto. Por definicion, el conjunto vacio se considera tanto abierto como vacio.

Definiciéon
Sea B € R™ un conjunto se define:

1. Elinterior de B, denotado por int(B), como el mayor abierto en B.
2. La clausura de B, denotado por cl(B), como el menor cerrado que contiene a B.
3. La frontera de B, denotado por Fr(B) o por 8B con Fr(B) = CI(B) ~ int(B).

Un conjunto B € R" es acotado si esta contenida en una bola.

Definicion
Un conjunto A € R" es acotado si estd contenido en una bola, (A € R™ acotadasi 3 6 > 0|A < B(6,8)])

Definiciéon
Un conjunto A € R se dice acotado si 3 un niimero real positivo k de manera que ||A|| € k V¥ punto de
X € A.

Definiciéon
Un conjunto B € R" es compacto si es cerrado y acotado.
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Definiciéon

Sea A € R" se dice que x € R™ es un punto compacto si es cerrado y acotado vV n2 R E > 0, el conjunto:
B(x,E) n# 0

Los puntos de acumulacién son aquellos sobre los que posteriormente podremos calcular limites de

funciones de varias variables. Si el conjunto de A es abierto, todo punto de A es de acumulacion

Ejercicios

Decid como los siguientes son los siguientes conjuntos y calcular si int, CI, Fr.

A:’g((x,yg € ]Rj:x > 0} } g H:{(x,y) e R2:1 < 1}

Bi(xy) ER“:x+y<1 . x

Cillny) € R + 32> 0) s S
D:{xy) € R%: > 1} 11 K:{(xy) € R% mdx{[x], lyl < 13}
E{(x,y) € R%:x+y <1}

F{(xy) € R*:x > 2}

G{(x,y) E R:x2 +y% < 1}

ARG

2. Limites y continuidad de funciones reales de varias
variables

Definiciéon

Una funcion escalar de varias variables es una aplicacion f: A € R" - R

A: El conjunto A recibe el nombre de campo de definicion o dominio y se denota en general D(f), y el
conjunto de todos los valores que toma la funcion se llama imagen o recorrido.

Definiciéon

Una funcion vectorial de varias variables es una aplicacion donde m > u f: A € R™ - R™

El conjunto A recibe El nombre de dominio de f'y se denota por D(f). Las funciones escalares f;, f,, ..., f,
se llaman componentes de f.

Definicion
Sea f: A € R™ - R™. Se dice que f estd acotada en A si 3 una constante M > 0 tal que ||f(x)]| < M para
cada x € A. Una funcion esta acotada = lo estan sus componentes.

Definicion

Seaf:D € R™ = R™ una funcion de varias variables y sea a € D. Diremos que L. € R™ es el limite de f
cuando x tiende a lim,_,, f(x) =L Ve>03und >0talquesi 0 < |x—al <§ =:|f(x) —L| < e. Se
escribe como |f(x) — L| < €. Esto es util en cierta medida debido al siguiente resultado, el cual reduce al
calculo de limites para funciones vectoriales al correspondiente problema para funciones reales.

Proposicion

El limite en caso de 3 es tinico. Llamando f;, ..., f, a los componentes de fy tomando L = (L4, ..., L) se
tiene que lim,_,, f(A) = lim,_,, f;(x) = L;, i = 1,2,3 ..., de esta manera basta con estudiar los limite de
funciones escalares.

Las funciones vectoriales se pueden estudiar componente a componente.

Propiedades

Con respecto a los limites y las operaciones entre funciones se obtiene:
L, =limf(x) y L, = lim g(x)
X—a X—a

1. limy,,(af + Bg) - x) = aL; + BL,

2. Sim=1= limy,,f(x) - gx) =L; ‘L,
L i £ _ Ly

3. Sim=1yL,#0 llmx_,a—g(x)—LZ
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3. Calculo del limite

Sea f: D € R? - R una funcién y(a,b) € D. Vamos a ver técnicas para reducir el cambio del limite de f
al cambio de limites de funciones reales de variable real, tenemos lim f(x,y) = (x,y) = (a,b).
Proposicion
Seanlim = lim (lim f(x, y)) ER
Xy y—-b \x—a
lim = lim <lim f(x, y)) €R
yX y—-b

X—a

i3l f =L=>L,=L,=L
Si (x,y)l—r}ga,b) (X: Y) Xy VX
Asi como consecuencia

1. Si LyX' ny € ]Ry]_.xy * Lyx =>4 lim(x’y)_,(a,b) f(X, y)
2. Si lim(x‘y)_,(a'b) f(X, y) = ny = LyX
3. Puede que 3 Lyy 6 Ly los dosy que 3 lim(y ) ap) (X y)

3.1. Ejemplos

4 _,4
300 Caleular limggy- 00 (525

x2+y?2

Al sustituir (0,0) en la funcion obtenemos indeterminacion %- Pero podemos eliminar la indeterminacion
procediendo tal que:

o xt =yt P HyOE -y .
lim ——— - - lim x*+y?=0
&y)-00x% +y2  xy)-(0,0) X2 +y? (xy)~(0,0)

3.2. Ejemplos de limites radiales

;. . . Xy—X+y
3.2.1.  Calcular el limite radial limy 0,0y y
Se sustituye y = mx
x(xm) — x + (xm) ] x((xm)—1+(m)) o mx—14+m m-—1
im im - lim =
x>0 x+ (xm) 0 x(1+ (m)) x>0  14+m m+1
Puesto que el resultado depende de m, el limite general
;. . . X-y
3.2.2.  Calcular el limite radial limy 0,0y ey
Se sustituye y = mx
Xx—(xm) _ x(1—-m) ~1-m 1-m

1 =~ - -

im im - lim =
x»0x+ (xm) x-0x(14+m) =x>014+m 14+m

Puesto que el resultado depende de m, el limite general A

2
323, Calcular el limite radial limy) (0,0) 577

Se sustituye y = mx

x2(xm) ) x%(xm) ) Xm

0
im———-— - lim =—=0VmeR
x-0x% + (xm)*  x-0x2%(x?2+m?) x-0x?+m? m?

No podemos garantizar la 3 del limite en el punto (0,0). Aunque en el caso de 3 seria 0

3.2.4.  Calcular el limite radial lim ) (0 0) %

Se sustituye y = mx
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3x(xm) ~ x?(3m) ~ 3m 3m
im———— ———— > lim =
x>0x% + (xm)?2  x-0x?(1+m?) x-014+m? 1+ m?

Puesto que el resultado depende de m, el limite general A

4. Limites direccionales

Considerando una funcion y = g(x) de manera que lim,_,, g(x) = b se define el limite direccional a lo
largo de g como lim, _,, f(x, g(x)) = Lg.

Proposicion

Si 3lim(yy)-ap) (X, y) = L, se verifica que L = LgV funcién g satisfaciendo la definicion de limite
direccional en (a, b) asi:

1. Si encontramos dos funciones reales de variable real g y g, satisfaciendo la definicion de limite
direccional en (a,b) de manera que Ly # Ly, = podemos afirmar que # limy )b f(x ).
2. SiLg ¢ Rparaalguna g = podemos afirmar que 2 limy ), a ) f(X, y) éste tomaria valor L.

4.1. Paso a coordenadas polares

El paso de coordenadas polares permite el calculo del limite sin tener que utilizar la definicion. Este
procedimiento consiste en asignar a cada punto (x,y) salvo el (0,0) unas nuevas coordenadas que son
radio de dicho vector y el angulo que forma con el eje x, a la relacion entre las coordenadas cartesianas y
X=r1-cos0

polares viene dada por la relacion {y —r-sin®

asi la funcién considerada f(x,y) se escribe f ( , 9,,) =
Xy

r
)

f(r- cos®,r-sin0).

4.2. Ejemplos

X%y
1. f(xy) = ;W (x,y) # (0,0

0 (xy)=1(00)

i x%y ~ (r-cos8)?(r-sin0) ~ 13(cos?0-sinB) sinZ6+cos?0=1
im ——=
xy)-(00)x2 + y?

= lim = lim
r-0 (r - cos0)2+(r-sin0)2 r-or2(cos? 0 + sinZ0)

. r-cos?@-sin® 5 ]
lim—— =limr-cos“0-sin® =0
-0 1 -0

La funcion es continua en el origen, yaque lim f(x,y) = f(0,0) =0
(xy)—(0,0)

X

Xty
2 fxy) = {x_y ) # (0,0)
0 (xy) =(0,0)

x+y  rcos@+rsin®  r(cos®+sinB)  cosO+sinb

lim im——————=lim—— = lim—
xy)~(00X—y r-0rcos® —rsin® r-or(cos® —sin®) r-0cos® —sind

Al depender solo de 8 A el limite doble y la funcion no es continua

y2
3.mwy+mﬁ®w¢mm

0 (xy)=(0,0)

2 (r-sin0)?2 r?(sin? 0) sin? 8-+cos? 0=1

lim =
xy)—=(0,0)x2 + y?

=1li =li
1o (rcos 0)2+(rsin 0)? ath r2(cos? 0 + sin? )
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] sin? @ ]
im = lim
xy)—-00) 1 (xy)~(0,0)

sin? 0
Al depender so6lo de 8 A el limite doble y la funcién no es continua

: 1
4. f(x,y) = yy' sinz (y) # (0,0)
0 x,y) = (0,0

li . 1 li ino . 1 sin? 9+cos? 6=1 li 0. 0
im - sin = lim rsin® - sin im rsin® - sin— =
(xy)~(0,0) y x2+y%2 -0 (rcos0)2+(rsin 0)2 -0 r2

La funcion es continua en el origen, ya que  lim f(x,y) =(0,0) =0
(xy)—(0,0)

5. f(xy) = {X2+y (.y) # (0.0)
0 (xy)=1(00)
(rcos 0)(rsin 8) ~ r%(cos0-sinB) sin?o+cos? o=1

lim ———=Iim = lim lim sin 6 cos 6
&y)-00)x2+y2  r-0(rcosf)? + (rsin6)? r-or2(cos?6 + sin? 0) r-0

Al depender so6lo de 8 A el limite doble y la funcién no es continua

6. f(X y) _ {X2+y (X Y) * (0 0)
0 (xy)=1(00)
lim yx* —y®  (rsin®)(rcos8)* — (rsin®)® r3((sin @ cos? 8) — (sin® 0)) sin? 6+cos? 6=1
(, y)—>(0 0) x2 4+ y? =50 (rcos0)? + (rsin0)2 T 50 r2(cos2 0 + sin2 0)

. . 2 . 3 . . 2 . 5 oy €OS 20=cos? 6—sin? @
lim r((sm 0 cos?0) — (sin 9)) =limrsin0 (cos?*0 —sin“0) —8MM
r-0 r—0

limrsinB®cos20 =0
r-0

La funcion es continua en el origen, ya que  lim f(x,y) =f(0,0) =0
(xy)—(0,0)

7. f(xy) = {X3+ = (x,y) # (0,0)
0 (xy)=1(0,0)
2 (rcos®) - (rsin0)>? _ r3(cos6-sinB) (cos @ - sin B)

lim - lim - lim =
@y-00x3+y3  r-o(rcosB)® + (rsin0)® r-or3(cos®0+sin®0) (cos3 0 + sin30)

Al s6lo depender de 6 A limite doble y la funcion no es continua

8. f(xy) = {x4+ 7 (y) # (0,0)
0 (Xl Y) - (0,0)
x2y? ~ (rcos8)? - (rsin@)? ~ 1r*(cos?0 - sin? 0) cos? 0 -sin? 0

lim ——— -
Gy-00x* +y*  r-0(rcos0)* + (rsin6)* r-or*(cos* 0 +sin*6) cos* O + sin* O

Al s6lo depender de 6 A limite doble y la funcion no es continua
%3
9. f(X, y) = ye x4y? (XI Y) * (0,0)
1 (xy)=(0,0)

r3(cos® @)
_x* _ (rcos®)® r2<cos2 0+sin2 6> 3
lim eX*+y* - lime (rcos®)2+(rsin®)?  |jm e i - limercs’® =1
(xy)—(0,0) r-0 r-0 r-0

La funcion es continua en el origen, ya que  lim f(x,y) = f(0,0) =1
(xy)—(0,0)
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%2 (x—-Y)
10. f(x,y) = { ey %) # (0,0)
0 (xy)=1(0,0)

x?(x—y) . r?cos?0(rcos® —rsin®)
im - lim _
xy)-(00) x2 +y2 r-0 (rcos®)? + (rsin0)?

—rcos?0(cos®—sin®) =0

La funcion es continua en el origen, yaque lim f(x,y) =(0,0) =0
(xy)—(0,0)

11 f(xy) = {X +x%y?sin (X) (xy) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)

. (Y . . .
x + x%y? sin (—) - limr cos 6 + r? cos? 8 rsin? 0 sin
X r-0

rsine) _

lim
(xy)—-(0,0) rcos0

La funcion es continua en el origen, ya que  lim f(x,y) =f(0,0) =0
(xy)—(0,0)

4.3. Otros ejemplos de coordenadas polares

.. x?+y?-5
1. Estudiar limy ), _12) v
Se realiza el cambio a polaresx = —1 +rcos0;y =2+ rsin0
x2+y?—5 (=1 +rcos8)?+(2 +rsin8)?2 -5

lim - lim
xy~(-12) x+y—1 0 —1+4+rcos@+2+rsinf—1

 1—2rcos®+r?cos?0+4+4rsin@+r?sin?0—5  —2rcos0 + r?cos?0 + 4rsin 0 + r?sin? 0
- lim - - lim - -
r—0 —1+4+rcosf0+2+rsin6—1 r—0 rcos0 +rsin6

1
—_—
r{ —2cos6+ 4sin6 +r(c0526 + sin? 9)
—2rcos® +r?cos?0 + 4rsin® +r?sin?@

- lim - lim -
=0 rcos®+rsin6 -0 r(cos® + sin 0)

. —2cos®+4rsin@+r —2cosB+4rsinb
- lim - = -
r—0 cos B +sin 6 cos 0 + sin B

Puesto que el resultado depende de 6, el limite pedido A

Proposicion

Sean :Dc R? >Ry (0,0)eDsidle R tal que lim,_,f(r,0) =1 V0 €[0,2n] y se tiene que
|f(r,0) —1] < F(r) v 6 € [0,2t] donde F(r) es una funcion real de variable real satisfaciendo que
lim_o F(r) = 0 = limy)-(0,0) f(Xy) = L.

El limite 1 es uniformemente independiente de 6 cuando r tiene a 0.

Proposicién
Seanf:D € R? > R y (a,b) € R%.Si3 lim,of(a+rcos8,b+rsin@) =1€ R= Flimyy)@n fxy) =1
En caso de que 2, sea infinito o dependiente de 6, el limite limy )2 p) (X y).

Concavidad en varias variables

Definicion
Sea f: D ¢ R™ - R™ una funcion de varias variables y sea x, € D. Se dice que f es continua en X, si
3 lim,_, f(x) y se cumple f(x,) = lim,_, f(x).
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Propiedades
Sea f:D c R"™ —» R™ es continua < son continuas sus funciones coordenadas fi: D R® -» Ri=1,2,...,m

Los siguientes operaciones, sumas, producto, producto por escalar, cociente (g # 0), de f continuas y
reales es continua.

Teorema (Weiertrass)

Sea k un compacto de R*,yf-k € R® - R una funcién real de varias variables que es continua sobre
k = 3 puntos Xmsx » Xmin € K tales que ¥x € k se cumple f(Xpin) < f(X) < f(Xmax)-

4.4 Ejemplos de definicion de limite

(x+y)?
1. f(xy) = {x2+? xy) # (0,0)

0 xy)=(0,0)

. ., 0
Indeterminacion 5

. . (x+y)? . x?
o fi(x,y)lim,, (hmy_,0 X2+y2) = ¥ _

(X+y)2) _

x2+y?

e f(xy)limy, (limx_,0

3 los limites iterados y son iguales, por tanto, diremos que 3 el limite doble

2 fGy) = hawyr G0 # (00)
0 (xy)=(0,0)

. .,.0
Indeterminacion 5

x¥+y*

4
— 1i X5 2 _
X2+y2) = lim,_,, Z= limy,ox* =0

o fi(x,y)lim,, (limy_,o

1S

£ li li x4yt li Y 2_
° Z(X,y) 1H1yﬁo 1rnx_§o;;1;7 = 1H1y_“);5 = 1n1y_“)y =

3 los limites iterados y son iguales, por tanto, diremos que 3 el limite doble

X3+Xy
3. f(xy) = Ty oY) = (0,0)
0 (xy)=(0,0)

.., 0
Indeterminacion 5

. . x3+xy . x3 .
o fi(x,y)lim,, (hmy_,0 W) = lim, o = limy o x =0
x3+xy

o f,(xy) limy_,o (limx_,o iyl

. 0
) = limy_,, i 0
3 los limites iterados y son iguales, por tanto, diremos que 3 el limite doble

x3+y*

4. f(xy) = | vyt (xy) # (0,0)
0 (y)=(00)
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. .,.0
Indeterminacion 5

x3+y*
x3+y*
x2+y2 4yt

3
o fi(x,y)lim,, (limy_,0 ) = lim,_, i—z =limox=0
4 2 0

— 1 Yy _ 5 y- _9_
) =tim,_, S =limy 5 =1=0

e f(xy)limy o (limx_,0

3 los limites iterados y son iguales, por tanto, diremos que 3 el limite doble

X

2
5. f(x,y) = X_Ziyz (x,y) # (0,0

0 (xy)=1(0,0)

. .,.0
Indeterminacion 5

. . 2 0
o fi(xy)limy,, (hmy_,0 %) =2_9

x2
. . 2 0
o f(xy)limy,, (llmx_,0 %) == 0

3 los limites iterados y son iguales, por tanto, diremos que 3 el limite doble

x2-y?
6. f(x,y) = ey V) * 00
0 (xy)=1(00)

. ., 0
Indeterminacion 5

— 2
o f(xy)limy, (lim x yz) ¥ _q

y—0 %2 +y2 )
. . x2—y2 —y?
° fz (X, Y) llmy_,o (llmx_,o m) = y_2 =1

3 los limites iterados y son iguales, por tanto, diremos que 3 el limite doble

7. f(xy) ={ @+ (xy) # (0,0)

0 (xy)=1(0,0)
Indeterminacion %

x2(y-1)+y?
x2+y?

x?(y—-1)+y? . y? .
W) = limy_, ek limy_,1=1

o fi(x,y)lim,, (limy_,o ) = limy_, _X—);Z = limy_o(—1) = -1

e f(xy)limy, (limx_,0
3 los limites iterados pero son distintos, por tanto, diremos que # el limite doble

—r (X, Y) * (0'0)
8. f(xy)= {xy+(x—y)2
o 0 (xy) = (0,0)

. ., 0
Indeterminacion 5

o f(xy)lim,, (1imyﬁ — )5 1im0=0

0 xy+(x—y)2 x—0
: . x2(y-1)+y? .
e f(xy)limy, (llmx_,0 W) - yl% 0=0
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3 los limites iterados y son iguales, por tanto, diremos que 3 el limite doble

4.5. Ejemplos (completo)

(x+y)?
I fxy) = Jewyz ®Y) #00)

0 (xy)=1(00)
a) Limite direccional, fen (0,0) seglin la recta y = mx
b) Polares, estudiar la continuidad de f en (0,0)
¢) Limites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto (0,0)

a) Limites direccionales

(x+y)? (x + (mx)) (x(l + m)) C x%(1+42m + m?)
1m = = = lim =
xy)=(00) x* + y? 2 (XZ + (mx)) el (xz(x + m)) x>0x?(x? + 2mx + m?)
14+ 2m+m?
Xx—0 m?2

No podemos garantizar la 3 de limite de f en el punto (0,0). Aunque en el caso de 3 seria 0.

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares
(x+y)?  (rcos6®+rsin)? ~ 1%(cos? B + sin? B) cos? 0+sin2 6=1
= lim = lim
x, y)*(O 0 x2+y%2 r>0(rcos0)?+ (rsin®)? r-or?(cos?0 + sin?0)

Se tiene que 3 el limite de fen el punto (0,0), es 1 y no coincide con el valor de fen (0,0), por tanto, f es
continua en (0,0).

¢) Siguiendo la definicion por limites iterados

h2
af . £(0+h,0)—£(0,0) . 7z 0 .1
o —_ = —_— = _—= - = 00
™ (0,0) = limy,_, . limy,_, - Ll_r;l’(l) :
h2
of . £(0,0+h)—£(0,0) . a2z 0 L1
[ ] —_ = —_— = _— = — = 00
3 (0,0) = limy,_, - limp,_,o 2 }11_1’)1‘(1) ;

A las dos derivadas parciales de 1 orden, por tanto, no es derivable.

2 f(xy) = = +y > &) # (0,0)
0 xy)=1(00)
a) Limite direccional, fen (0,0) segin la recta y = mx
b) Polares, estudiar la continuidad de fen (0,0)
¢) Limites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto (0,0)

a) Limites direccionales

x*+y* O ox*+mx)*  x*(14+m?)
lim im =lim—————<=Ilimx*=0vVmeR
)00 X2 + y2  x50x2 4+ (mx)2  x50x2(14+m2)  x-0
Garantizamos la A de limite de f en el punto (0,0). Aunque en el caso de 3 seria 0.

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares

lim x*+y*  (rcosB)*+ (rsin@)*  r*(cos*® +sin*6)
(xy)—>(0 0x2+y2 10 (rcos0)? + (rsin0)? 150 2 (cos2 0 +sin20)
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r?(cos* 0 + sin* 8) cos? 0+sin? 6=
g (cos? 6 + sinZ 0)
Se tiene que 3 el limite de f en el punto (0,0), es 0 y coincide con el valor de f en (0,0), por tanto, f es
continua en (0,0).

1
lin(} r?(cos*0 +sin*8) = 0
) e d

¢) Siguiendo la definicion por limites iterados

h4
of . £(0,0+h)-£(0,0) _ .. nz 0 . h? .
Y — = —_ = —_— —_ = =
™ (0,0) = limy,_, o limy, - LI_I)I(I) - LI_I)I(I) h=0
h4—
of . £(0,0+h)—f(0,0) _ . 720 .. h? .
° _ = —_ = a4 = ] =
3 (0,0) = limy,_, - limp,_,o 2 }11_1’)1‘(1) - }11_1’)1‘(1) h=0

3 las dos derivadas parciales de 1¥ orden y coinciden, por tanto es derivable

x3+xy
3. f(xy) = |y V) # (00)
0 (xy)=1(0,0)

a) Limite direccional, fen (0,0) segin la recta y = mx
b) Polares, estudiar la continuidad de f en (0,0)
¢) Limites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto (0,0)

a) Limites direccionales

i xX3+xy  x*+x(mx) | x*+(x+m) m

1m =11 = = |im——
x~>00x2+y2 x-0x2+ (mx)2 x-0 x2(1+m2) x-501+ m?
No podemos garantizar la 3 de limite de f en el punto (0,0). Aunque en el caso de 3 seria 0.

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares

) x3+xy  (rcos8)®+ (rsin®)(rcos®) . r?(rcos®) + sin B cos O cos? 6+sin2 6=1
im ———=Ilim = lim
®y)~00x%+y2 150  (rcos8)? + (rsin0)? r-0  12(cos? 0 + sin? 0)

= ling sin 0 cos 0
Ir—
Se tiene que 7 el limite de f en el punto (0,0), por tanto, f no continua en (0,0).

¢) Siguiendo la definicion por limites iterados

h4

af . £(0+h,0)—£(0,0 . 7z 0 . h3+h-0 .

. o (0,0) = llmh_,o% = llmh_,ohT = Ll_r;l’(l) = }11113 h2+1=1
of i £(0,04h)—f(0,0) _ .. h-0 .. 1

Y —_— = —_— —_— —- = 00
P (0,0) = limy,_, . limy_,o 4 L‘E% -

A las dos derivadas parciales de 1 orden, por tanto, no es derivable.

3 4
4. f(x,y) = XZ):';Z};Y" & y) # (0.0)
0 (xy) =1(00)
a) Limite direccional, fen (0,0) seglin la recta y = mx
b) Polares, estudiar la continuidad de fen (0,0)

¢) Limites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto (0,0)

a) Limites direccionales

x3 +y* ) x3 + (mx)* ] x?(x + m*x?)

lim = lim = lim =
&y)-00)x2 +y2 +y*  x-0x2 + (mx)? + (mx)* x-0x%(1 + m? + m*x?)
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G+ m*x) lim——=0Vm e R
m =]im = m
x>0 (1 + m? + m*x2?) x-01 + m?

Garantizamos la A de limite de f en el punto (0,0)

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares

i x3 + y* . (rcos 8)3 + (rsin8)* . r3(cos® 0 + sin* 8)
im =
(xy)-(0,0) X% + y2 4+ y*

" -0 (rcos 0)2 + (rsin 0)2 + (rsin 8)* =50 r2(cos? 0 + sin? 0 + r? sin* 6) -
~ r(cos®0 +sin*0) 0
= lim———————==-=0
—0 1+r’sin“@ 1
Se tiene que 3 el limite de f en el punto (0,0), es 0 y coincide con el valor de f en (0,0), por tanto, f es
continua en (0,0).

c) Siguiendo la definicion por limites iterados

h3
af . £(0+h,0)—£(0,0) . nz 0 . h
. - (0,0) = hmh_)of = hmh_)OT = LIL%H =1
h* h*
of , £(0,0+h)-f(0,0) _ ;. hZinE . TanZ _ 1. h 0
) —_ = —_— = = = -=
Py (0,0) = limy,_, - limy,_, %11113 h }ll_r)r(l) il 0

3 las dos derivadas parciales de 1* orden pero no coinciden, por tanto, no es derivable

xy?
5. f(xy) = {x+y? (y) # (0,0)
0 xy)=1(00)
a) Limite direccional, fen (0,0) segin la recta y = mx
b) Polares, estudiar la continuidad de fen (0,0)
¢) Limites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto (0,0)

a) Limites direccionales

lim iz im x(m)” = lim x°m? = lim i =0vVvmeR
@y)-00x2 +y2  x-0x%2 4+ (mx)?2  x-0x%2(1+m?) x-0(1+m?)
Garantizamos la A de limite de f en el punto (0,0)
b) Utilizando el criterio de coordenadas polares
xy? ~ (rcos®)(rsin®)? ~ 13(cos0sin?0) cos?0+sin0=1

lim = lim = lim
xy)~00x%+y2 -0 (rcos0)? + (rsin8)?  r-or2(cos2 0 + sin? 0)

=limrcos0sin’6 =0

r-0

Se tiene que 3 el limite de f en el punto (0,0), es 0 y coincide con el valor de f en (0,0), por tanto, f es
continua en (0,0).

c) Siguiendo la definicion por limites iterados

h
af . £(0+h,0)—£(0,0) . nz 0 .1

() —_ = —_— —_— = — = 00
™ (0,0) = limy,_,q . limp_,o *5- },ll% e

hZ

of . £(0,0+h)—£(0,0) . nz 0 L1

° — =limp,g———— = limy_,,=—=lim-= o
ay (0:0) h-0 h h-0" hooh

A las dos derivadas parciales de 1¥ orden, por tanto, no es derivable
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R
0 (xy)=1(00)

a) Limite direccional, fen (0,0) seglin la recta y = mx

b) Polares, estudiar la continuidad de f en (0,0)

¢) Limites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto (0,0)

a) Limites direccionales

Xy x(mx) x? m

lim = lim = lim =lim———
xy)-00x2 +y2  x-0x%2 4+ (mx)? x-0x*(1+m?) x-01+4 m?

No podemos garantizar la 3 de limite de f en el punto (0,0). Aunque en el caso de 3 seria 0
b) Utilizando el criterio de coordenadas polares

Xy . (rcos0)(rsin0) ) r’(cos0sinB)  cos?0+sin?6=1

lim = lim = lim
xy)->00%x2 +y2 10 (rcos0)? + (rsin0)2 r-o0r2(cos?0 + sin2 0)

= lim cos 0 sin 6

r—

Se tiene que 7 el limite de f en el punto (0,0), por tanto, f no es continua en (0,0)

c) Siguiendo la definicion por limites iterados

h
af . £(0+h,0)—£(0,0) . 20 _ 1

. - (0,0) = limp_g=——— = limp_,*— = Ll_)o Z=®
of . £(0,0+h)—£(0,0) 20 1

] —_ = _— — = 00
P (0,0) = limy,_, . = limy,_,o 25— - ng(l) =

A las dos derivadas parciales de 1¥ orden, por tanto, no es derivable

1ty = [ () = (00)
0 (xy)=1(00)
a) Limite direccional, fen (0,0) seglin la recta y = mx
b) Polares, estudiar la continuidad de f en (0,0)
¢) Limites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto (0,0)

a) Limites direccionales

i T i g P i) ()
(x.y)l—r>r(10.0) Ve +y2 xmo ) 2 + (mx)2 xo0 rrl)(2(1 +m2) x50 (1 +m?2)
 lims *m—-x*m®) 0 CovmEeR
ST A rmy T me O™

Garantizamos la A de limite de f en el punto (0,0)
b) Utilizando el criterio de coordenadas polares

x? — y? (rcos0)? — (rsin 0)?

li —— =i 0 in6 =
(X.y)IEgO.O) AT y? rl_r}g(r cos 0)(rsin 6) (rcos0)? + (rsin 0)2

r?(cos? 8 — sin? B) cos? 0-sin? 6=cos 20
r2(cos? 6 + sin? 0)

= lirr(} r?(cos 0 sin B) lirr(} r2(cos8sinB) cos26 = 0
r- r—

Pagina 13



Se tiene que 3 el limite de f en el punto (0,0), es 0 y coincide con el valor de f en (0,0), por tanto, f es
continua en (0,0).

¢) Siguiendo la definicion por limites iterados

h2
of . f(0+h,0-£(0,0) _ .. hiz=0 . h
] —_— = D — = -
™ (0,0) = limy,_,q - limp_, == %11113 C=1
—h2
o 200,0) = limy_ QUMOO _ i TR0 pth g
ay ~ ) T T Tho0 h - Theo Thooh

3 las dos derivadas parciales de 1* orden pero no coinciden, por tanto, no es derivable

x3-y3
8. f(xy)= X—z+§2 (x,y) # (0,0)

0 (xy)=(00)
a) Limite direccional, fen (0,0) segin la recta y = mx
b) Polares, estudiar la continuidad de f en (0,0)
¢) Limites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto (0,0)

a) Limites direccionales

y xX*—y? x3+(mx)3_1_ , x*(1-m®)  x(1-m®)
(X.y)lg(lO.O) x2+y2 %20 %2 + (mx)2 Pk rnx2(1 +m2) %20 (1+m?)
= 0 =0vVmeR

T 1+4m?2 m

Garantizamos la A de limite de f en el punto (0,0)
b) Utilizando el criterio de coordenadas polares

i x*—y®  (rcos®)®—(rsin6)®
(X,y)llr(lo.o) x2+y2 150 (rcos0)? + (rsin0)?

. 1r3(cos® 0 — sin® 0) cos? 6+sin?6=1 . -
= lim— > — limr(cos®0 —sin®0) =0
r-0 12 (cos? 6 + sin? 0) r-0

Se tiene que 3 el limite de f en el punto (0,0), es 0 y coincide con el valor de f en (0,0), por tanto, f es
continua en (0,0).

¢) Siguiendo la definicion por limites iterados

h3

of . £(0+h,0)—£(0,0) . 5z 0 . h
[ —_— = ———— — -=
™ (0,0) = limy,_, - limp_,o *5- Ll_l’)l’é C=1
—h3 0
of . £(0,0+h)-f(0,0) _ .. w2 . -h
° futial = —_— = = _ = -
P (0,0) = limy,_, . limp_,o 2 }11_1:1(1) - 1

3 las dos derivadas parciales de 1* orden pero no coinciden, por tanto, no es derivable

= xy) # (0,0)
0 (xy)=1(0,0)
a) Limite direccional, fen (0,0) seglin la recta y = mx
b) Polares, estudiar la continuidad de f en (0,0)
¢) Limites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto (0,0)

9. fxy)=
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a) Limites direccionales

xsiny . Xsinmx o osinmx 0
im - lim - lim =—=0VmEeR
(xy)—(0,0) 'y x>0  mXx x-0 m m

Garantizamos la A de limite de f en el punto (0,0)

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares

X sin rcos 0 (sin(rsin 6
im N lim ( - ( ) — limtan 0 (sin(rsin 0)) = 0
xy)~(0,0) y r-0 rsin® r—0

Se tiene que 3 el limite de f en el punto (0,0), es 0 y coincide con el valor de f en (0,0), por tanto, f es
continua en (0,0).

¢) Siguiendo la definicion por limites iterados

of ) f(0+h,0)-(0,0) _ . h-0 .. h
°« — = limy_,————— = lim_,,— = lim-=1
ax (00) h=0 h h=0"h " ™ hooh
of £(0,0-+h)—(0,0) siah inh
. , —f(0, . h . sin
° —_ = —_— = —_— = o0
P (0,0) = limy,_, . limp,_,o = }11_1:1(1) "z

A las dos derivadas parciales de 1* orden, por tanto, no es derivable

——2— (x,y) # (0,0)
10. f(x, )={x2+<y—x>2
oY 0 (xy) = (0,0)

a) Limite direccional, fen (0,0) seglin la recta y = mx
b) Polares, estudiar la continuidad de f en (0,0)
¢) Limites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto (0,0)

a) Limites direccionales

i Xy I x(mx) i x?m
im - lim - lim
®y)-000x2 + (y—x%x)2  x-0x? + (mx—x)? x-0x% + (x?m? — 2x°m + x2)
. x?(m) . m
- lim

- lim———
x-0xX?(1+m?—-2m+1) x-om?—2m+ 2
No podemos garantizar la 3 de limite de f en el punto (0,0). Aunque en el caso de 3 seria 0.
b) Utilizando el criterio de coordenadas polares

I Xy I (rcos0)(rsin0) I r? cos0sin 0
- - -
(x.y)l—I}go,o) x2 + (y — x)? 150 (rcos0)? + (rsin0 — rcos 0)2 150 r2(cos? 0 + sin? 0 + cos? 0 — 2 cos 0sin 0)

I cos0sin6
- lim -
r>0c0s20 +1—2cos0sin@

Se tiene que 7 el limite de fen el punto (0,0), por tanto, f no es continua en (0,0)

¢) Siguiendo la definicion por limites iterados

h 1
of . £(0+h,0)—£(0,0) . wZenz ° . oh .1
°* — = limy_——————— > lim - lim% - lim— = o
ax (0,0) h-0 h h-0"" ho0 h  hoo 2h?
h 1
of . £(0,0+h)—£(0,0) . wZenz © . m 1
e —(0,0) =Ilim ———— > lim - lim<* - lim— = o
6y( 0) h-0 h h-0"y ho0 h  hoo2h?

A las dos derivadas parciales de 1° orden, por tanto, no es derivable
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x6
1. f(xy) = feroamyy oY) # (0.0)

0 xy)=1(00)
a) Limite direccional, fen (0,0) seglin la recta y = mx
b) Polares, estudiar la continuidad de fen (0,0)
¢) Limites iterados, calcular sus derivadas parciales en el punto (0,0)

a) Limites direccionales

6 %6 %6 %6
lim - lim - lim - lim -
@y)-00x8 + (x2 —y)2  x-0x® + (x2 —mx)2  x-00x6 4+ (x2 —mx)2  x-0x% + x2(x% — 2xm + m2)
4
. X 0
- lim 0

x~0x% + (x2 — 2xm + m2) “m?z
Garantizamos la A de limite de f en el punto (0,0)

b) Utilizando el criterio de coordenadas polares

x6 (rcos0)°® r®(cos® 0)

lim - lim - lim -
xy)=0,0x% + (x2 —y)?2 -0 (rcos0)® + (r2cos?0 —rsin0)?  r-0r®(cos®0) + r2(r2cos* 6 — 2r cos? 0 sin 6 + sin? 0)

) r*(cos®0) 0
- lim - - =— =0
r-0r*(cos® 0) + (r?cos* 0 — 2rcos?0sin 6 + sin? )  sin? 6

Se tiene que 3 el limite de f en el punto (0,0), es 0 y coincide con el valor de f en (0,0), por tanto, f es

continua en (0,0).
¢) Siguiendo la definicion por limites iterados

hé

of . £(0+h,0)—£(0,0) . wane Y .
. - (0,0) = limp_,g =—————— = limy, +h - Lll% =0
0
of . £(0,0+h)—£(0,0) . v . 0-0
* — = —_ - — =
% (0,0) = limy,_, . limy,_, Ll_r;l’(l) —=0

3 las dos derivadas parciales de 1¥ orden y coinciden, por tanto es derivable

4.6. Ejemplos de limites en distintos puntos al (0,0)

3
1- X;:_—yz en los puntos (0,0)(1,0)(0,1)

> (0,0)
h3 o
of T f(0+h,0)-£(0,0) _ .. 2% _ .. h_
. o (0,0) = limy,_, — = limy == Ll_r)l(l)h =1
0
of 5 £(0,0+h)-f(0,0) _ . 20 _ .. 0 _
. a—y(0,0) = llmh_,of = limp_,o*=—= %1_r)r(1)h—3 =0

3 las dos derivadas parciales de 1* orden pero no coinciden, por tanto, no es derivable

> (1,0
(1+h)3 13
of T f(1+h,0)-f(1,0) _ ;. 1+h)2 12 _ ;.. (A+h)-1 .. h _
° ax (LO) - 11rnh—>0 h =1 h-0 h - 11,111% h - }ll_r)%h =1

1
f(1,0+h)—f(0,0)=l.m Tz L i 1-h

of .
[ ] — =
ay (1,0) = limpo h h—0"" hog hth3

A las dos derivadas parciales de 1¥ orden, por tanto, no es derivable
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> (0,1)

h3 o

of . f(0+h,1)-f(0,1) . w2i12 12 . h? 0
e —(01) =limp,p——————==limp (YL =lim——=-=
ax 0,1 h-0 h h-0 """y hooh2+1 1 0
0
of . £(0,1+h)—f(0,1) . Tz ° . 0
e —(0,1) =limp,—————=1lim =lim——=
6y( D h-0 h h=0""y h—0 h(1+h2)

3 las dos derivadas parciales de 1* orden y coinciden, por tanto es derivable
4.7. Tipos de discontinuidad
Si una f nos es continua en un punto se dice que presenta una discontinuidad que puede ser:

e Evitable: Si 3y es finito el limite de la f en un punto.
e Esencial: Si A o es infinito el limite de la f en el punto.

5. Diferenciacion de funciones reales de varias variables

Derivadas parciales de una funcién de dos variables. Dada la funcién f:D € R?> > R, y un punto
A(x,y) € D, llamaremos derivada parcial primera de f en el punto (x,y) respecto a la variable x e y a las
funciones:

, of . f(x+hy)—f(xy)

- fx(x' Y) = &(X' Y) = llmh—»o . Yh .
, of . fxy+h)—fxy)

= f(xy) =5 (% y) = limy o L

También puede venir definido de la siguiente manera:

f(x+Axy)—f(xy)
Ax

fxy+Ay)—f(xy)
Ay

' of .
- fx(x' Y) = % (X' Y) = hmAx—»O

' of .
" fy(xr y) = % xy) = llrnAy—>0
Derivadas parciales y continuidad

La continuidad y la 3 de las derivadas parciales no estan solucionadas. Una f continua puede no tener
derivadas parciales y viceversa.

Derivadas parciales de dos o mas variables
Las derivadas parciales de funciones de mas de dos variables se definen de forma analoga:
Se deriva respecto de cada variable considerando las otras variables.

5.1. Ejemplo

Dada f(x,y) = x?y +y? +x?+5

of _
" &(X,y) = 2xy + 2x

. Of — 2
o (%y) =x°+2y

Derivadas parciales de orden superior

. . 9z d C .
Sea z = f(x,y), puesto que las derivadas parciales de 1 orden a—)z( y a—;. Seguiran siendo funciones de x e

y, y se pueden volver a derivar parcialmente para obtener las derivadas parciales de 2° orden y asi

. . . (0%z 0%z
sucesivamente, €S0 quiere decir —,= )
ox2’ ay?
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o2f 9 (of
=  Conrespecto ax fyy, = o = (5)
_ 0% _ 9 (of
Con respecto a 'y fyy, 5 = oy (ay)
5.2. Ejemplo
Dada f(x,y) = x* + 2xy + 3y® — 1
of 2x+2 z O°f =2
—_— _) ——
ox X y Ox2

Derivadas cruzadas
Las derivadas de f,y y fy se llaman derivadas parciales cruzadas y no son siempre iguales, andlogamente

se podran definir las derivadas de orden n. Se definen por la siguiente expresion:

%f a [of
n fX = - =
y dx dy dx \dy.

0%f a (0f)
" f = —_— — —
YX  gyax  ay \ox

Teorema de Schwartz

. 02%f @ (of 22f @ (of . . .
Si f(x,y), fxy = = ( ) yfx=57= —(—) son continuas en un conjunto abierto D = se

ax ay 0x dy 0x dy \0x
cumple —— of _ o
P axdy  dyox’

5.3. Ejemplos completos

1. Calcula las derivadas parciales segundas de f(x,y) = sin(x?y) y sus cruzadas
Parciales segundas

»  — = 2xycos(x? y) = —4xsin(x?y)

af_ 2f_ 4 i o2
] ay = X 2 cos(x? y)—>axz— x* sin(x?y)

Derivadas cruzadas

92f a (af)
. = = —4x? sin(x
Xy dx dy dx \dy. ( y)

92f a (af) .
. = =—(=) = —2x3sin(x?
YX  gyax  ay \ox x%y)

2. Calcula las derivadas parciales segundas de f(x,y) = x3 — y3 + 6xy y sus cruzadas
Parciales segundas

Derivadas cruzadas
0%f a (of
[ ] fX = = —|—
Y o9xdy  0x \dy
% _ @ (af)
L] f = = —|—
yX dyox 0y \ox

Criterio de las segundas derivadas parciales para la determinacidén de extremos relativos
Sea f(x,y) una f de 2 variables con derivadas parciales de 2° orden continuas en una bola abierta

6

6

B((xo,yo)r) siendo (Xo,Yo) un punto critico de f'y consideradas el determinante.
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0*f 0*f

2 (X0, ¥0) F@y (X0, ¥0)
Hf(XO'YO) = 2f azf
Hessiano de f

en el punto 6y X (X0' YO) a_yz (Xo, yo)
(X0,¥0)

2
»  SiHi(Xe,5,) >0y % (Xo,V0) > 0, f tiene un minimo relativo en (Xq, o)

" SiH{(x¢,y0) >0 ZTZZf (X0,¥0) < 0 ftiene un maximo relativo en (Xq, yo).
»  SiH¢(xq,y0) < 0, ftiene un punto de silla en (x4, y,)
*  Si H¢(Xq,¥,) = O este criterio no tiene conclusion

—  El determinante H¢(x,,y,) se denomina Hessiano de la funcién f en el punto (xq,¥,).

— En el caso en que no se pueda afirmar con certeza qué tipo de punto critico es, existen problemas
practicos que se pueden solucionar atendiendo a ciertos geométricos o a las caracteristicas propias del
problema

Extremos absolutos
Sea z = f(x,y) una f definida en un subconjunto A € R2. Se dice que:

» falcanza un maximo absoluto en el punto (X4, ¥,) si f(x,y) < f(Xq,¥,) V punto (x,y) € A.
= Lafalcanza un minimo absoluto en el punto (Xq, Vo) si f(x,y) = f(xq,¥,) V punto (x,y) € A.

Para la 3 de extremos absolutos se considera el teorema de Weierstrass, toda funcion continua definida
sobre un conjunto cerrado y acotado alcanza su maximo y su minimo absoluto.

Para determinar los extremos absolutos hay que tener en cuenta que se pueden alcanzar tanto en los
extremos relativos como en la frontera del dominio de definicion.

Aplicaciones

Como en el caso de las funciones de variable, una aplicaciéon muy importante del calculo de derivadas de
funciones de varias variables es la resolucion de problemas de optimizacion, es decir, problemas relativos
a hallar un extremo absoluto (maximo o minimo) de una funcién en un cierto dominio.

5.4. Ejemplos
1. Hallarlos extremos relativos y puntos de silla para f(x,y) = x2 + y?

Se buscan los puntos criticos candidatos a ser extremos; las derivadas parciales son:

of of
& = 2X; a—y = 2y
Igualamos a 0 el sistema
2x=0
{Zy =0

Que da como resultado x, = 0 ey, = 0. Por tanto, tenemos un solo punto critico (xg,y,) = (0,0).
Clasificamos dicho punto. Las segundas derivadas y cruzadas son:

9%t o%f of of

ox2 '6_3/222; 6X6y=0'8y6X= 0
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Por tanto, en este caso la matriz Hessiana resulta:

fix fxy] 2 0
[fyx fyy (0'0) [0 2]

Puesto que 4 = |H| > 0y f,, =2 >0, concluimos que en (0,0) hay un valor minimo para la funcién
que serfa: fj;;,(0,0) =02+ 02 =0

2. Hallarlos extremos relativos y puntos de silla para f(x,y) = x> — y3 + 6xy

Se buscan los puntos criticos candidatos a ser extremos; las derivadas parciales son:

of -, of )
&—3X + 6y; a—y——3y + 6x
Igualamos a 0 el sistema
3x24+6y=0
{—By2 +6x=0

2
Resolviendo el sistema tenemos, en la segunda ecuaciéon que x = y? y al reemplazarlo en la primera
ecuacion se tiene que:

2 4 3
y _ 3y _ y _ Vo=0[%Xo=0
3<7>+6y—0—)T+6y—0—)3y(—4+2>—0—>y0:_2 X0=2

Por tanto, tenemos dos puntos criticos (Xq, Vo) = (0,0) y (Xq,V0) = (2,—2)
Clasificamos dichos puntos criticos. Las segundas derivadas parciales son:

of_  PF_ o of o of
ax2 X'E)yz_ Yi oxdy  dyox

Por tanto, en este caso la matriz Hessiana resulta:

f, f,
i = [fxx fxy] —H= [66X § ]
yx vyl —oy

Entonces

e  Primera matriz (Se sustituyen los valores)

f. f.
H= [fXX fxy] - [H| = [66X _66 ] |H| = |0 6| = —36 < 0 concluimos que en (0,0) hay
vyl y 6 0

un punto de silla

e Segunda matriz (Se sustituyen los valores)

fex £
= [fXX fxy] - [H| = [12 6] - |H| =108 > 0y f,, = 12 > 0, entonces concluimos que
yx yy (0’0) 6 12

(2,—2) hay un valor minimo para la funcion, y es fy;,(2,—2) =23 - 23+ 6-2(-2) = -8
3. Hallarlos extremos relativos y puntos de silla para f(x,y) = x3 — 3x%y + 5y3 — 15y

Se buscan los puntos criticos candidatos a ser extremos; las derivadas parciales son:

of of
Frie 3x2? — 6xy = 3x(x — 2y); 3y = —3x% + 15y2 — 15 = =3(x%2 — 5y? + 5)
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Igualamos a 0 el sistema
{ 3x(x—2y)=0
—3(x%?—-5y2+5)=0

Resolviendo el sistema tenemos, en la primera ecuaciéon que x = 0 y x = 2y y al reemplazarlo en la
segunda ecuacion se tiene que:
x=0->-5y2+5-5y2=1->y=+41 (0,1),(0,-1)
{x =2y dy?—5y2+5=0-y2=5-y=+V5 {(Zx/ﬁ,ﬁ)(—zﬁ,—x@)

Clasificamos dichos puntos criticos. Las segundas derivadas parciales son:

Pf_ O of o of
axz - X Ty T ooy T T Mayax . O

Por tanto, en este caso la matriz Hessiana resulta:

fex £ — —
H= [fxx fxy] SH= [6(X y) 6x
vyl —6Xx 30y

Entonces

e  Primera matriz (Se sustituyen los valores)

£f 6x 30y] [H| = 30| = —180 < 0 concluimos que en

f, f _
H= [xx xy] 5 |H| — 6(X y)
yx yy (0 0)

(0,1) hay un punto de silla

e Segunda matriz (Se sustituyen los valores)

f, f

H= [fXX fxy] - |H| = 6(X ] [H| = | = —180 < 0 concluimos que en
v yylo0) 6x -30

(0, —1) hay un punto de silla
e  Tercera matriz (Se sustituyen los valores)

fr fxy] 6(x—y) V5 =125

H= S H| = ]| - =180 < 0yfy = 6V5 >0
[fyx fyy ©.0) —6x 30y 12\/_ 30v5 =

entonces concluimos que (2\/5, \/g) hay un valor minimo para la funcién, y es fMin(Z\/g, \/g) =

(2v5)’ - 3(2v5)°V5 +5(v5)’ - 15V5 = 5v5

e  Cuarta matriz (Se sustituyen los valores)

| 18V5 125
12V5  —60v5

entonces concluimos que (2\/3, \/g) hay un valor maximo para la funcién, y es fMéX(—Z\/E, _\/ﬁ) =

(—2v5)’ = 3(=2v5)"(~V5) + 5(~V5)’ + 15V5 = —35V5

fXX fX -
H=[ y] Sy = [0 oW = 4680 <0yf, =—-18V5<0
©0

[H
fyx fyy —6X 30y]
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4. Hallarlos extremos relativos y puntos de silla para f(x,y) = x* + y* — 2(x — y?)?

Se buscan los puntos criticos candidatos a ser extremos; las derivadas parciales son:

of of
P 4x3 — 4(x —y?) = 4(x* —x +y?); - 4y? —4(x —y?) - (=2y) = 4y(2x — y*)

Igualamos a 0 el sistema
{4(){3 —-x+y?)=0
4y(2x—y?) =0

Resolviendo el sistema tenemos, en la primera y segunda ecuacién que y = 0y y? = 2x y al reemplazarlo
se tiene que:

y0=0 X0=0
Y()=0X0=_1
y0=0 X0=1

Por tanto, tenemos tres puntos criticos (Xq,¥,) = (0,0), (X0, ¥0) = (1,0) y (X0, ¥0) = (—1,0)
Clasificamos dichos puntos criticos. Las segundas derivadas parciales son:

O -0, —ex1ayn O gy M
axz X "dy2 X y'axay_ y’ayax_ y

Por tanto, en este caso la matriz Hessiana resulta:

frx 2 _
H= [xx xy] SH= [4(3X 1) 8y ]
(0,0)

fyx fyy 8X - 12y2
Entonces
Primera matriz (Se sustituyen los valores)
foix f 4(3x2 -1 0
Hz[fxx fxy] lHl:[( 8 : 8 12 ]I o|=0
v yylo0) y x — 12y?

Para decidir si en este punto la funcion alcanza un extremo relativo es necesario estudiar el
comportamiento de la funcion alrededor del punto:

-y*<0,six=0ey+0

f(x,y) —f(0,0) = f(x,y) — 0 =x*+y* -2 _22:{
(x,y) —1£(0,0) = f(x,y) x*+y*t-2(x—-y?) yE Ayt Osix=yley =0

De donde se deduce que en (0,0) no alcanza un extremo relativo (es un punto de silla).

Segunda matriz (Se sustituyen los valores)

fo, f 2
Hz["" XY] —>|H|=[4(3X ]|H|—| 0|=64 <0yf,=8>0
fx fyyl o0 8y 12y 8

entonces concluimos que (1,0) hay un valor minimo para la funcion, y es fy;, (1,0)
=M*+(0)*-2(1-0%)2=-1

Segunda matriz (Se sustituyen los valores)

fex £ 2 _
H= [fxx fXy] 5 |H| — [4(3X 1) ] |
v Lyl 8y 8x — 12}’

0 concluimos que en (—1,0) hay un punto de silla

| —64 <
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5.5. Casos de optimizacion

1. Un fabricante de articulos electronicos determina que los beneficios obtenidos con la fabricacion de x
unidades de un reproductor DVD e y unidades de un grabador de DVD vienen dados por la funcion.

P(x,y) = 8x + 10y — 0,001(x2 + xy + y?) — 10000 €
(Cuantas unidades debe fabricar de cada producto para obtener el maximo beneficio? ;Cual es?

Se buscan los puntos criticos candidatos a ser extremos; las derivadas parciales son:

O g 0,001(2x +y); 2% = 10 — 0,001(x + 2y)
ax ’ X y'ay_ ’ XTey

Igualamos a 0 el sistema
{ 8 —0,001(2x+y) =0 - 2x+y = 8000 {xz 2000
-
10 —0,001(x+ 2y) = 0 - x + 2y = 10000 y = 4000

Clasificamos dichos puntos criticos. Las segundas derivadas parciales son:

aZP_ 0,002 aZP_ 0,002; A 0,001 P 0,001
axz T Tayz T T oaxay 0 ayox
Por tanto, en este caso la matriz Hessiana resulta:
Pex Py —0,002 —0,001
H= [P . P - H= [—0,001 —0,002

yy (0,0)

Puesto que 3-107°% = [H| > 0y P, = —0,002 < 0 , concluimos que en P(2000,4000) hay un valor

maximo para la funcion que seria:

Py2x(2000,4000) = 8(2000) + 10(4000) — 0,001((2000)2 + 2000 - 4000 + (4000)%) — 10000 = 18000

Por tanto, el maximo de la funcion se alcanza en el punto (2000,4000) y su valor es 18000. Traducido al
contexto del problema, el maximo beneficio es de 18000 € y se alcanza cuando se fabrican 2000

reproductores y 4000 grabadoras.

6. Extremos condicionados o ligados

Extremos condicionados
Muchos problemas de optimizacion requieren la obtencion de algiin extremo (Max o Min) absoluto de

cierta funcién f, llamada funcién objetivo, que estd definida sobre variables que deben verificar ciertas
condiciones, dadas por medio de ecuaciones, llamadas restricciones o ligaduras.
Estos extremos se llaman extremos condicionados y se resuelven por el método relativo de Lagrange.

Extremos condicionados: Funcién de dos variables y una ligadura

”
| |r E : Z="fixy) f
| = — |
|| R
(I | |
A | | .I
~ | |
i | T
& P | Ty
/ o <4 I
X G(xy)=0 P
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La figura nos muestra una interpretacion geométrica de como el problema de obtener los extremos
relativos de la funcion de dos variables de f(z,y)y f(x,y), cuyas variables estan ligadas por una
ligadura G(x,y) = 0 se reduce a hallar los extremos relativos de la curva C, interseccion de la superficie
z = f(x,y) con la superficie cilindro de g(x,y) = 0 de los extremos relativos de C van a ser:
C= {Z =f(x)
G(x,y) =0
Este problema se puede resolver de dos formas:

1* Forma: Se resuelve la ecuacion de G(x,y) = 0 para una de las variables, por ejemplo, se despeja
y = h(x) y se sustituye en el resultado de f, obteniéndose una funcion de una sola variable f - z =
f (x, h(x)). La funcién obtenida se maximiza o minimiza por el método que conocemos de una variable.
2* Forma: Métodos multiplicadores de Lagrange

1 Paso: Se introduce una variable auxiliar “A” (lagrangiana) y se considera la denominada funcion de
Lagrange.
Lx,y,A) = f(x,y) + AG(x,y)

2° Paso: Se calcula los puntos criticos de L(x,y, A) resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones.

oL of 0G
i &(X,Y) +7\&(XJ’) =0
oL of 0G
L(x,y,2) oy a_y(X’Y) + la—y(X.y) =0
oL
a_y =Gxy)=0

Conclusién:
Los méximos y minimos solucion del problema pertenecen al conjunto de puntos (x,y) solucion del
sistema del paso anterior.

3% Paso: Conocidas las soluciones del sistema del paso 2, se determinara si son maximos o minimos de
dos formas distintas (segun la naturaleza del sistema).

1* Forma: Calculamos el Hessiano de la ecuacion de Lagrange
Lxy, M) =f(xy) + AG(x,y)

En los puntos criticos (x,, y,) calculados en el paso 2. De manera que queda una matriz de esta forma.

62L( ) 9%L ( )

%2 X0, Yo ax dy X0, Yo
HL(xOJyO) = aZL aZL > 0

m(xm}’o) 6_}/2(x0' Yo)

9%L L ..
. (X0,¥0) > 0 en (x4, y,) hay minimos condicionados
0

92L . ..
o2 (X0,V0) < 0 en (xg,¥,) hay maximos condicionados
Solo estos dos casos, si no se pudiera por esto se aplicaria otro método

2* Forma: Valorando la funcidn en los puntos criticos (x,, y,) obtenidos en el Paso 2. El valor mayor y el
menor valor obtenidos dan el méximo y el minimo de f, respectivamente, condicionando a la ligadura.

Extremos condicionados: Funcion de 3 variables y 1 6 2 ligaduras
Para hallar el extremo absoluto de una funcion de f(x, y, z) sometida a las restricciones G;(x,y,z) =0y
G,(x,y,z) = 0 utilizaremos el método de la matriz de Lagrange.

1°" Paso: Se considera la denominada ecuacion de Lagrange
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L(x,y,2,1) — f(x,y,z) + AG,(x,y,2) + AG,(x,y, 2)

2° Paso: Se calculan los puntos criticos resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones L(x, y, z)

oL of

ax  ox

aL _of

ay dy
oL
51 =
aL
=

(x;}’;z) +21¥(x:yvz) +/12E(x;}’;z) =0

G, G,
(x,v,2) +/115(x,y,z) + Azﬁ(x,y,z) =0

G,(x,y,z) =0

G,(x,y,z) =0

3% Paso: Para no complicar el problema, en este caso, conocidas las soluciones del sistema (Paso 2), se

determinara si son maximos o minimos evaluandolas en la funcion f (x, y, z). El valor mayor y el menor
valor obtenido seran el maximo y el minimo de f, respetivamente, condicionados a las ligaduras.
Determina los valores maximos y minimos absolutos de la funcion

G(x,y,z,1)

F(x,y,2z,2) = (x — 2y + 52) + A(x% + y% + z? — 30)

14+2Ax=0
—242y=0
5421z=0

x2+y2+22=0

-1
= L1
1 T2 x=-1 y=2 z=5
)y=I -1 x=1 y=-2 z=5
5 A==
=2

f(—1,2,—5) = —30 min
f(1,-2,5) = 30 max
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